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内容简介 


本书是在综合各种大学物理教程的基础上，根据电子工程、生物医药、化学化工 
及工科院校各专业学生学习大学物理的需要编写而成的.全书分17章，围绕力学、热 
学、电磁学、光学，近代物理学的核心概念，配备大量例题和习题解答.题例的选取力 
求凸现物理概念和典型方法，以使读者能够举一反三，触类旁通. 

本书可供非物理类各专业的大学生及中学教师作为学习参考书，也可用作硕士 
研究生入学考试用书. 



第二版前言 


本书原名《大学物理核心概念和题例详解》，是与编者所编写的《大学物理简明教程》（复旦 
大学出版社出版）配套发行的教学参考书，自2003年初版面市以来，受到广大读者的欢迎.同 
时，使用本书的师生也提出了不少宝贵的意见和建议.据此，在本书再版之际，编者对初版内容 
作了修订，并增加了一些例题，以使本书更加适合读者的需要，并与《大学物理简明教程》（第三 
版）同步发行. 

借此机会，编者对关心、支持本书的读者致以衷心的谢意. 

编者 
2010年10月 



刖 


言 


本书以例题和习题解答为主，这是在《大学物理简明教程》（复旦大学出版社2002年9月 
版）的基础上，根据广大读者学习、复习考试的需要，综合各种大学物理教材和考试要求之后编 
写而成的. 

本书各章的章名与顺序都与 《大学 物理简明教程》（以下称 《简 明教程》）一致.每章首先扼 
要总结《简明教程》中的主要内容及学习要点以便读者把握学习重点，然后列举一些《简明教 
程》中未予列入的例题作为示范，以利读者应用相关的物理概念、原理和规律求解实际问题.众 
所周知，物理学解题的一个关键性的基础是透彻理解物理学的基本概念和基本原理.解答相关 
的非计算性思考题有助于奠定并巩因这一基础，这便是几乎所有的大学物理基础教材每章都 
附有思考趙的原因.然而，目前已经面市的与教材配套的习题集都鲜有包括思考题的解答在内 

者.为了适应这_方面的需要，我们在本书中对《简明教程》各幸所列的思考题也-列出参考 

性答案，希望给读者以更多的方便和帮助. 

大学物理是一门涉及专业、系科相当广泛的基础课，而使用相应教材的读者数量也相当巨 
大.即使是已经毕业的学生，在择业、报考研究生以及日后的工作中不少人也希望有一本合适 
的大学物理学习指导书.为了适应过去不使用《简明教程》或相近教材读者的需要，我们在例题 
与习题中均增加了部分深度与广度比《简明教程》的要求更进一步的内容，并在相应的习题上 
标以星号 * • 


编者 
2003年1月 
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第一章运动学 




一、内容提要 


(-) 质点运动学 

1. 位矢 r = od + yj -\- zk ; 

位移 △/• = r(f + 以 ） 一 r (0 ; 

位移的大小 I 丨= 7( Ax) z + ( Ay ) 2 + ( Az ) z . 

2. 速度 沿质点运动轨道的切向， 

速率 v = | v | = ^； 

直角坐标系中,《 =砮+龄+昝. 

3. 加速度° = = ^； 

直角坐标系中 a =髮 i + +替 k ; 

对曲线运动还可表示为 a = a r - ha n = - h^-n , 

r 与 《 分别为沿轨道切线与法线(指向凹边)的单位矢量. 

4. 已知加速度，则 v ( t ) = v 0 -f [ adt f r ( t ) = r 0 -h f v ( t ) dt . 

•U Jt 0 

5. 特例：匀加速运动 v ( t ) = Vo -^- at ., r ( t ) = r 0 - ¥ v Q t -\- ^- at 2 , 

v 。 与 r 。 分别为 f = 0 时刻的速度与位矢. 

6. 抛体运动的求解常用两种运动叠加的 方法： 

设拋射初速为 V 。，与水平方向夹角为 

(1) 将抛体运动看成是速度为 V 。的匀速直线运动和沿竖直方向的自由下落运动的 ft 加： 

r == Vo^-f yg ^ 2 . 

(2) 将抛体运动看成是沿 : c 方向的速度为 wc OS 0 的匀速直线运动和沿: y 方向的初速为 
z；o sin <9、加速度为 _«• 的匀变速直线运动的 叠加： 

r = ( t ； o cos Q • t)i 4- ( v 0 sin 6 • t — -|- gt 2 

7. 质点系的质心位矢 r c = — , r , 为质量为％的质点的位矢.质心速度 v t = 

Xi m i 
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$■，质心加速度 dc = 

对质量连续分布的物体，质心坐标可表示为 


= 


xdm 

—, y t = 
dm 


ydm 



， = 


zdm 

dm 


(二）质点的圆周运动和刚体绕固定轴的转动 

⑴角速度角加速度 P =^- 
(2) 角置和线置的关系 

v = (oXR,a r =pXR r a„ = w 2 Rn. 


(三）相对运动 

动参照系 S ' 相对于静参照系 S 作平动时，有下列关系 

/• =〆 + H , v = v ’ f M ， a = a' + a。• 

式中 K 为 S ' 的坐标原点相对于 S 的位矢， u 和 a 。 分别为 S ' 相对于 S 的速度和加速度. 


二、自学指导和例题解析 


本章的要点是掌握描述运动的方法. 

描写运动的物理量如位移、速度、加速度和角位移、角速度、角加速度等都具有矢 M 性、瞬 
时性和相对性.在学习中要特别注意以下 几点： 

(1) 矢量式中的所有加减号都应理解为几何相加减，即满足平行四边形法则；一般而言， 
这和代数的相加减是两码事.在讨论具体问题时，常用矢量的分量式进行运算，即在参照系中 
选择一个合适的坐标系，把矢量投影到各坐标轴上，再进行相应的代数运算. 

(2) 在一段时间 At 内质点的平均速度的方向和这段时间内质点位移的方向 相同； 而瞬时 
速度的方向总是沿着轨道的切向 .一 般而言，平均速度的大小不等 T 平均速率，而瞬时速度的 

大小等于瞬时速率.因为平均速率$ = 而平均速度厅=€,而一般1 Ar 丨共 As , 所以 

At At 

I IT I # 石， 但当 0 时， ds = I dr I , 所以 v = \ v \. 

(3) 质点速度的大小和方向的变化都导致加速度.利用切向加速度和法向加速度可以更 

清楚地说明这一点.因为速度沿轨道切 向，* = r 为切向的单位矢量，则 



等式右边第一项表示速度大小发生变化而方向不变所引起的加速度，为切向加 速度; 第二项是 
速度大小不变而方向随时间变化所引起的加速度，可证明该项即是法向加速度. 

本章的难点是如何运用微积分解决物理问题，以及如何选择正确的参照系描写运动. 
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例题 


例 1-1 一质点在 xQy 平面内运动.已知其位置和时间的关系为： x =5 t +2, ;y = * 2 +4 f — 3( 式 
中 X 、: y 单位为 m , r 的单位为 s ). 求： 

(1) 质点位置的矢量表 达式； 

(2) t = 1 S 和 t = 2 S 时的位置矢量，并计算这一秒内质点的 位移； 

(3) <= ls 到 f = 2 s 内的平均速度和 t = 2 s 时的瞬时速度； 

(4) 质点运动的加速度. 

解 ： （1) 由题设可写出质点位置矢量表达式为 


r = (5t+2)i+(i 1 +4«-3)i. 

(2 ) 当 t = 1 s 时 r , = 7 i + 2 j ； 
t=2s 时 r 2 = 12i + 97 ； 

这一秒内的位移为 

Ar = r 2 — r, = Ax i + C^y j = 5i + 1}. 

位移的大小为 


I Ar i — s /5 2 + 7 2 = 8. 6( m ). 


位移的方向与 i 轴夹角为 


ft 


arctan = arctan —■ 


54. 5°. 


(3) i 1 S 到 2 s 内的平均速度为 


平均速度的大小为 








= 以 + 7 j 
2 一 1 


5*. + 7i; 


瞬时速度表达式为 

c = 2 s 时 

瞬时速度的大小为 


| tf | = \/5 2 + 7 2 = 8. 6 (m • s - 1 ) ; 

= 室 = 去 [(5 尤 + 2)i + (f 2 + 4 《一 3)J] 
= 5i-h(2/-f-4)y ； 

v 2 = 5i + Sj ； 

j u 2 卜 -/5 5 ~f 8^ = 9. 4(m • s 一 1 〉 ； 


速度的方向与工轴的夹角为 
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arctan ■ 


58。. 


(4) 质点运动的加速度为 


加速度大小为2 m • s _ 2 ,沿; y 轴正方向. 

例 1-2 质点沿 x 轴运动，其加速度和位置的关系为 a = 3 + 7： c , a 的单位是 m • s 2 ,x 
的单位是 m . 已知质点在 x = 0处的速度为8 m • S — ,求质点的速度和位置的关系. 

解： 加速度和速度的关系式中包含时间变量而已知条件中只知加速度和位移的关系， 
所以应把所有表达式中的对时间的关系式变换成对坐标的 关系： 

_ dv — dz ; dr _ dv 

a = Tt = di'di = v di- 


注意到上式中 g l 所以可化成不显含时间的 变董. 把 a = 3 + 7 ar 代入上式，并作变量分 
离，使等式两边只与单一的变量相关，得 

vdv = (3 + 7 x ) dx . 

上式两边积分，由已知初始条件定出上、下限，得 

J vdv = J" (3 + 7 x ) dx . 

解得 


v —— \/1 x l + 6 x + 64. 


例 1-3 —条河宽度为 L , 水的流速与离岸的距离成正比，河 
中心流速最大为％ ,两岸处流速为零.一船以恒定的相对于水的速 

率《垂直于水流从一岸驶向另一岸，当船驶至河宽 的+处 时有事 

又返回本岸，求船驶向对岸的轨迹和返回本岸的地点. 

解： 设 x 轴沿河水流动方向轴指向对岸，出发点 O 为坐标 
原点，如图所示.船向对岸行驶过程中，船对岸的速度为 



V ® 对水+ V 水对岸= K / +々: yi _ (是为常数） 
dx 


v x 




d 7' 

dt 


ky ; 


由题意 ，: y 


L 

y 


时，。 X 


为最大流速，代入①式，得 





① 

② 


③ 
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既然知道了小船在各个瞬时的速度，运用积分法就可知道小船在各瞬时的位置，但方程①中包 
含着未知的 y ( f ), 不能直接积分，因此可以先对②式积分，并从出发时开始计时，求得^ 

代入①式，并计及③式，得 


即 

得 

以 


V x = 


2v 0 u^ 

Io dX = 


、 2 v 0 u 
.0 ~ 1 


tdt. 


^2. 


1代入上式,得轨迹方程为 


L 


Vo 


此为一拋物线方程.当船到达苦处时，坐标为（该处设为 A 点） 


yA 


3， 


Vo / L\ 2 V 0 L 

Xa = U [-3) = i 


船在返回本岸过程中，改以船位于 A 点时为计时起点,船对岸的速度分量为 


v > 




两式分别积分，由⑥式得 


由⑦式得 


得 


/ x = L ( h °~ ? L ^ t ) dt - 

x = x A - [- Y Vot ~ 专 ^ 广 2 . 

= [— udt\ 

J y A J 0 


y — yA~ Ut. 

船返回本岸到达 B 点，： y B = 0, 代入⑨式，得 


④ 


⑤ 

⑥ 

⑦ 


⑧ 
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代入⑧式得 


- = =鲒+砮(舍)-迕(舍 ) 2 = ¥• 

实际上，小船返回的轨迹根据对称性也可以得出，因此，可很容易得到 


例1_ 4 已知质点在竖直平面内运动，位矢为< 
加速度、切向加速度和轨迹的曲率半径. 

解： 由位矢可求得速度和速率 


3 tf + (4 t -3 t 2 )_/， 求 


i 时的法向 


加速度为 


切向加速度为 


t » =石= 3 i + (4 —6 i )>, 
v=^+vl =^3 2 + (4-6/) 2 ； 


a = 箸一 6J . 


a = dv = 24(3 t -2) = 12(3 t -2) 

' dt 2 v "3 z + (4 - 6 f ) 2 _ n / F + (4 - 60 z 


Is 时，得 


法向加速度为 


曲率半径为 


— = 3.3( m . s -). 


a - =Va '~ a ^J 62 ~(yn) = ^ = 5 - 0(m，s_2) - 


V 2 3 2 + (4 - 6 y 、 

p = — h— = 2 - 6(m) - 

从上面计算过程可见，速度 t •对时 间的导数和速率 u 对时间的导数是完全不同的. 

例 l - s 如图所示，有两个半径都是 R = 0.5 m 的圆环，右边圆 
环0 2 静止，左边圆环 Q 沿两环的连心线0,0 2 平动.已知两圆环从 _ 

相切到圆心重合这段时间内上部交点 A 的速率随时间 t 按^ ^ 

0.4 tm/ S 关系变化.试求该段时间内左边圆环中心 O , 的速度和加 ( O . j ^ 
速度与 t 的函数关系. V . 

解： 左边圆环沿连心线0,02作一维运动，由对称性关系，两圆 ^ 

交点 A 的速度 W 的水平分量应等于 O , 平动速率 k 的一半，即 mi 


例 ] -5 图 



式中 ^>*0,02 与 0 2 A 之间的夹角•设 A 点沿圆环0 2 转动的角速度为 A 则 V A = W R , ^ t =co 
化为积分式 

\ y 9 = \[ cod t = £ fdt = °^ dt , 

得 ^5 = 0.4 t 2 . ② 

由①式可得 O , 的速度 

v = 2i> A sin <p = 0. 8«sin(0. 4t 2 ). ③ 

由于 Q 作一维运动，其加速度为 

a = ~ = 0. 8sin(0. 4t z ) + 0. 64« 2 cos(0. 4f 2 ). 

例 1-6 如图 (a) 所示,有一斜面固定在升降机内的底板上，其 _ 

倾角为《 = 30°. 当升降机以加速度 a。 = 2f 2 m/s J 上升时，物体相 
对斜面以加速度 a' = 2 m/s 2 沿斜面向下运动.设 i = 0 时,地面参 
照系 xO >« 和升降机参照系: c ' O '/ 重合，物体在坐标原点由静止开 
始运动.试 求： a 

(1) 物体相对于地面的加 速度； ° 

(2) 物体在升降机参照系中的轨迹 方程； 

(3) 物体在地面参照系中的轨迹方程 • 例 1-6 图 (a) 

解 ： （1) 图 （ b ) 所示为某时刻物体加速度的矢量图.设物体相对地 

面的加速度为 a , 由相对运动 关系： 

a = a 0 + a . 

加速度沿: T , y 方向的分量分别为 I ~^ 

/ o * 

a x = c/cos c? = 2 X = V3 , 例 1-6 图 （b) 

CL y = cio - a sin a = 2t z — 2 X 

= 2t 2 — 1 ， 

a = y/a 2 x + a\ = \/3 + (2t 2 — l) z =2 \A 4 — t 2 + 1 • 

加速度 fl 的方向和: r 轴的夹角为 

la.. \ /2f 2 — 1 、 



y 

flo' 



— 

o 

例 1-6 图 （ b ) 


0 — arctan(?)= arctan ( 1 ^~ )• 
(2) 在升降机参照系中，物体运动加速度的两个分量为 


a x = a cos cr = 2 X= V3 , 
a y =— a’sin or =— 2 X =— 1, 




大学物理简明教程习题洋解 


帥觀1 阪 S 


i = 0时， ：r' = y = 0, = t/ y = 0, / , ：/方向都是匀加速运动，所以 

x ' = ^ = 
y ' = \ a '^ =-如 2; 

由以上两式得到物体运动的轨迹方程为 

r / 

^ =~ T X 1 

此为直线运动. 

(3) 在地面参照系中，； T 方向为匀加速 运动： 

工= \ a ^ t z = 參 2 ; 

^方向为变加速运动，可由积分求得％ 和义 

= [ a y dt = f (2t z — l)d« = ^rt l — t ； 

J o Jo 6 

尸 JX: (* t3 _ 0 dt= +〆 一舍 2 ; 


以 p = 


lx 


代入 y 表示式中，得物体运动轨迹方程为 


此为抛 物线施 由上式可求出抛物线顶点的位置，得 . =¥，代入 
轨迹方程得 




例】 - 6 图 （ c ) 


该抛物线如图 （ C ) 所示. 

由以上计算可知，在不同的参照系中观察同一物体的运动，其轨迹是不同的. 

例 1-7 如图 （ a ) 所示，质点 A 和 B 同时从 A 、 B 两点出发，分别 c 

以速度奶沿八召和以速度》 2 沿5(：作匀速直线运动， BC 和 BA 的夹 '、、\ 
角为 a , 开始时质点/ V 和质点 B 相距为 Z , 试求两质点之间的最短 
距离. 

解 法一： 以地面为参照系，以 A 点为坐标原点，取工轴沿连 
线，在任意时刻 f , 两质点的位矢分别为 n 和! " 2 ,两质点之间的距离为 
r = I r 2 ―^ !，因 》•, 和 f 2 都随时间变化，所以 r 也是时间的函数.如 
图 （ b ) 所示,两质点的位矢分别为 


■、、 

、、， 



例 1-7 图 （ a ) 
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T\ = v^tl , 

r 2 = (/ ^ v 2 tcos a)i -f i ； 2 ^sin aj , 

r = I r 2 — ri I = I [/— (t^cos a + V 】 )（]i + 以 I ; 

r = r ⑴ = 一（取 2COS a + Vi )【] z + (t^sina) 2 . 

求 r 的极小值，只要求根号内函数的极小值即可，令 



f(t) = [Z— (v 2 cos a~hv! )^] 2 -f* (v 2 ^sin a ) 2 , 
d ^ P) - — 2[Z — ( v 2 cos a-hvi )i][— (v 2 cos a -h 功 ）]+ 2v 2 2 tsin z a. 


极小值满足 = 0, 由此得 


_( v 2 cos a _ 

(^ 2 cosa + ^i) z + (v 2 sma) z 


把£值代入 r (0 表示式中得 


^ 2 /sin a 


^/v\ + iy| + 2vj v 2 cos t 


严格说来，要判断这样求得的极值是极大还是极小，还需要根据是大于还是小于零，但 

从物理上分析, r 不可能有极大值，或者说极大值是无限大，所以所求得的结果只可能是极 
小值. 

解 法二：利用相对运动关系求解 :如图 （ c ) 所示，因 A 、 B 两质点均作匀速直线运动，故一 
质点相对另一质点的运动必定也是匀速直线运动.以质点 A 为参照系，在此参照系中 A 是静 
止的，质点 B 则以相对速度 t / 2 沿直线 BC ' 作匀速直线运动,60 / 与八6的夹角 * a ', t / 2 * a '均 
可用简单的几何方法求得,于是在 A 静止的参照系中，从 A 到直线 BC ' 的垂直距离即为所求 
的最短距离，图 （ d ) 表示 Wl 、 》 2 和4三者的矢量关系. 


由余弦定理得 


由正弦定理得 



P ; _ v [ 
sin a sin(jr —a) 



由上式得 
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sin a = ^r-sin a. 
v 2 


因而两质点间最短距离为 

r min = /sina^ = I 马 sin a 


v 2 lsin a 


v 2 


*/v\ + 2t；i v 2 


cos a 


由上述两种解法可以看出，若选 A 在其中为静止的动参照系，解题很方便，避免了烦琐的运 
算，解得极值也不必判断到底是极大还是极小. 


:找麼费 :餘鐵 : 




三、习题解答 


1-1. 一质点沿 I 轴运动，其坐标随时间的变化关系为 ^= lot 2 , 式中 X 和*的单位分别 
是 m 和 s, 试计算该质点在 3 s 到 4 s 内的平均速度以及 i = 3 s 时的速度和加速度 . 

解：由平均速度的定义，质点在 3 〜 4 s 内的平均速度为 

v = ^ = Xl ~ Xl '= 10 ( 妓 — — - io( t2 +«,) = 10(4 + 3) = 70(m . s -1 )• 

At ti 一 t\ tz — t\ 

速度为 v = ~ = 20t , f = 3s 时 ， w = 20 X3 = 60(m. s _, ). 
at 

加速度为 ^ 20(m- s- 2 ), 与时间无关，说明质点作匀加速运动 . 

1-2. — 质点沿 :r 轴运动，其速度随时间的变化关系为 u = — 8, 式中 X ；和 t 的单位分别 

是 m • s _1 和 s, 当 f = 1 S 时，质点在原点左边 2 m 处 , 试求： 

(1) 质点的位置及加速度随时间变化的表 示式； 

(2) 质点的初 速度； 

(3) 质点到达坐标原点左边的最远 位置； 

(4) 质点何时经过坐标原点？此时速度多大？ 

解：已知 ”= 心一 8 ， {=13 时 ，：1 =— 2 m, 

由 = 奢， dx = 两边积分 J dr = J vdt\ : c + 2 = J (4i — 8)dr. 

得 （ 1) x — (2t z 一 8f + 4)(m)，a = 孕 =— 8) = 4(m • s -2 ). 

at 

(2) f = 0 时， d 。=— 8(m • s _, ). 

(3) i = 0 时 ， :c = 4, x/ 。 =—8, a = 4, 质点开始时向 : r 负方向作减速运动，到 ^ = 0 时到 
达原点左边的最远位置，由此可得到达此位置的 时间： 

0 = 4 之 一 8 ； t = 2(s). 

代入 : r 的表示式，得到质点离原点左边的最远位置 A : 

x\ = 2 X 2 2 一 8X2 + 4= — 4(m)_ 

(4) 由 : r = 0 得 0 = 2 厂一 8《+ 4,<=(2 士 V^)(s). 
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相应的速度为 -o = 4? — 8 = 4(2 士% /^) — 8 =± 4 V^m • s _1 ，即质点两次经过坐标 原点. 

1-3. 已知质点沿: r 轴运动的加速度为 a = 6 i , 式中 a 和 f 的单位分别是 m • s _ 2 和 s , 当 
f = 2 s 时,质点以 p =12 m . s _1 的速度通过坐标原点，试求： 

(1) 质点的速度及位置随时间变化的表 示式； 

(2) 质点的初始位置及初速度. 

解： （1) 已知 ^2 =孕= 6,，1 = 25时1；=12 111.5 _1 ，工= 0. 

将上式积分 ： f dv = \ 6 tdty 得 v — 12 = 3 t 2 — 12,所以 v = 3之 2 . 

J 12 J 2 

同理，由 u =营= 3 t 2 , j " dx = J 3 i 2 dt , 解得 x = t 3 — 8. 

(2) r = 0 代入 w 和; c 的表示式得 

v 0 = 0 及 x 。=— 8( m ). 

1-4. 一列以速率切沿直线行驶着的客车，司机意外发现前面与他相距 d 处有另一列货 
车在同一轨道上以速率％( k <奶 ） 沿相同方向行驶，于是他立刻刹车，使客车以加速度 a 作 
匀减速运动，问 a 应满足什么条件才能使两车不相撞？ 

解： 设客车速率从 t ;, 减到％所行驶的距离为 s , 则 

■tA — iA ―― 2 as. ① 

货车以 k 前进，在与客车减速到 W 所花的相同时间内行驶距离为 i 。 = v 2 t , t =( v ,- v x )/ a , 
如图所示，要使两车不相撞应有 s^d + s 0 , 将此条件及 v 2 = v ,- cu 代入①式得 


化为 

得 


a > 


(v, —v 2 y 

2d • 


Ad + V 2 • % I 2 ) 

i C/ r 

I- — 5.. r | 

V a / 



v 2 -\~v\ lad , 

-- 5 - ► 


习题 1-4 图 


1-5. 竖直上抛一小球，测*得小球上升时经过 A 点到下落时经过 A 点的时间间隔为 
了 a , 上升时经过 B 点到下落时经过 B 点的时间间隔为 T b , T a > T b ，如果 A 点与 B 点的高度 


差为求证重力加速度 g 可表示为# = 

解： 小球从 A 点到最高点所费时间为 Ta /2, 则从 A 到最高处的高度为 

hA = T s (^i) - 」 

2 B - hE 

同理有 = 士容(导)； I 

则 h = h A ^ h B = — T |) , 


得 


8 = n — tv 


习题 1-5 图 
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16. 在离地面高为 A 处,一小球以初速％作斜抛运动，如图 （ a ) 所示，试问当球的抛射角 
0为多大时,才能获得最大的水平射程？并求出此最大水平射程1_. 

解 法一： 将小球的运动分解为沿水平的 x 方向和垂直的: y 方向，取坐标原点为抛出点，则 



习题 1-6 图 （ a ) 



习题 1-6 图 （ b ) 


小球落地时, 


由②、③两式消去 t , 得 


v x = v 0 cos 6; 
v y = sin d— gt. 

—h = T/ 0 sin 6 t — ygt 2 , 
L — Vo cos 6 t. 


v 2 y — ( v 0 sin d) z = 2 gh . 

球落地时 ， V = v 2 x + i / y . 

将①、⑤两式代入上式，得 

v 2 = ( v 0 cos 6 ) z 4- ( T； 0 sin 0) 2 -|- 2 gh = vl -f 2 hg , 

即 v — 2 gh . 

小球速度 v 和 V 。之间的矢景关系为 V = %+皮，如图 （ b ) 所示，矢量三角形面积为 


① 

② 

③ 

④ 


⑤ 


⑥ 


S = -|-t；ocos 6 • gt. 

水平射程 L = v 0 cos 6 • t. 

由此两式得 s -- i - gL . ⑦ 

可见要 L 最大, S 必须取最大值，由三角形面积公式，有 

S = ~Y v oV • sin(^H- <p). 


因 p 。、 u 恒定,只有当 8- \r<p= y 时，三角形有最大面积，也即要求 V 。和 V 互相垂直.由图 （ b ) 
可知 


vq cos 6 : 


t;cosl - * 


= vsin 汐， 
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得抛射角 


由⑦式 


6 — arctan — = arctan 
v 

2 S 咖 


Vo 


L 


1_ 

g 


y/vl 2gh 
Y v ° v = ~^0 + 2gh. 


S g ^ g 

解 法二: 将小球的运动分解为: r 和^方向.取坐标原点为抛出点.小球落地时， 

：y 方向： 一 A = t^sin 0 ^ ■ 济 2 ; 

工方向： L = v 0 cos 6 • t ; 

由②式知，水平射程与和 f 有关.②式对0 求导： 

^ =—x/osin^ • « + v 0 cos 汐塞； 


将①式两边对 r 求导， 


得 


④式代入③式，并令 


0 = x；o sin 6^-Vq tcos d 等 —gt ， 
at 


dt _ Vptcos 0 
dd gt — x/ 0 sin O' 


dL 


0： 


dL 


- sin 6 • t -v 0 cos 6 


t; cos 0 
gt — i；o sin ^ 


解得最大水平射程时的0和£的函数关系 


⑤式代入②式，得 




Vo 


⑤式代入①式 


得 


^sin O ' 


x/pcos 6 
g sin 沒 * 


vl 


g 2 茗 sin 2 沒 ’ 


sin e =J ： 

以上结果代入⑥式,得最大射程为 


r . = / 2 ghT 

2vl+ 2gh ' C ° S 2vl+2gh' 


v\ 


Vo 


W+ 2gh ; 


抛射角为 


6 — arctan 


汐 o 

Vvl+ 2gh 


① 

② 

③ 


④ 


⑤ 


⑥ 
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两边积分 


= o ) dt . 


d 6 — ajdt = btdt . 


r = Rcos di 4- Rsindj = Rcos^-^-bt 2 + Rs[n(^~bt 
v ~ ^ —— Rbtsin^-^U 2 Ebtcos{^bt 2 \j. 


1 10 直线 AB 以恒定速度％在图示平面内沿 y 方向平动，在此平面内有一半径为 r 的 
固定的圆，求直线与此圆周的交点 P 的位置变化引起的速度和加速度与 (9 的函数关系. 

解 法一: 如图所示，因 P 点是圆周上的一点，所以该点的速度方向 ^ 

为圆上 p 点的切线方向，同时 p 点又是直线 ab 上的一点，因此其位置 ^ 

必受直线 AB 运动的制约，即其速度 trp 的: y 方向分量应与直线 AB 的速 A D 

度V。相同，故有 / 

Vp y = T/pCOS d = v 0 , \ J 

得 v P = 

COsC/ 习题 1-10 图 

由于 a P = a n -fa r , 

Vp Vp 

n = — -- 

n r rcos 2 矿 

由题意， P 点沿 y 方向加速度为零，所以 = a r cos a„sin d = 0.即 

a„sin 0 = a T cos d; 

俱 — Q w sin 6 __ vl sin d 


习题 l - io 图 


cos 0 rcos 3 O' 


由此可得 P 点的加速度为 

ap = Val +a 2 r 


rcos 2 d) 


/ Vp sin 0 \ 
\ rcos 3 0 / 


vl 

rcos 1 6' 


由于: V 方向无加速度，故 a P 的方向为 a: 负方向（曲线运动加速度的方向总指向凹边). 
解 法二： 把 P 点的运动分解为: r、：y 方向，则 

y = rsin d , x = rcos 6 y 又知 -^ = cj S . cor = v P ； 


得 


rcos 6 • w = v P cos 0, 











18 



大学物理简明教程习题详解 


= 0.21(h). 

114 . 在空气中以相同的速率％由足够高的同一点向各个方向把若干小球同时抛出.试 
证明如略去空气的阻力，在任意时刻 Z 所有小球都位于一个球面上，这球面的中心则作自由落 
体运动，其半径等于％*. 

证：设第 i 个小球的初速为,时刻 t 的速度为》«，则有 


Vi = w . oH - gt , 


① 


各矢量 t >,。 均从同一点 cr 出发，在以加速度 g 相对地面作初速为零的运动参照系 o ' 中，任一小 
球的速度可写成 Vi = Vu+U, u = gt . ② 

由①、②式得 v ' u = Vi,— gi = Vio. 

即在 O ' 参照系中，各小球都作匀速直线运动.因为各小球的初速度的大小均为 t »。， 即丨奶。丨= 
% ,故在此参照系中各小球离原点 O ' 等距离，数值为叫*,所以这些小球在同一球面上.球半径 
为球的中心相对于地面参照系的速度为 u ^ gt , 加速度为 g , 即作自由落体运动. 

1 15 . 有一汽车的顶篷只能盖到 A 处（如图 （ a )), 乘客可坐到车尾 B 处， AB 联线与 
竖直方向成30°角，汽车正在平直的公路上冒雨行驶，当其速率为 Ul = 6 km . IT 1 时， 
C 点刚好不被雨点 打着； 若其速率为= 18 km • 时， B 点刚好不被雨点打着，求雨点 
的速度 w . 



习题 1-15 图 （ a) 



习题 1-15 图 （ b) 


解： 如图 （ b ) 所示，设《为汽车对地的速度，》为雨点对地的速度,为雨点对车的速度， 
则由相对运动的速度关系，有 V = v ' + U . 

用直角坐标表示两次车速不同时雨点的速度： 

1»! =— Uti — Vtj, ① 

lw 2 = ( 一 u 2 + T<2sin <p)i 一 (i ； 2COs <p)j. © 

但》 1 =1>2=11，由上面两式可得 

I — «i =— u 2 + v't sin 30°, ③ 

1- v\ =- wjcos 30°. ④ 

由③式得 © 

代入④式得 = 1 / 2 cos 30。= (u 2 — mi )cot 30° = (18 — 6) X V3 = 12 
将上述数据代入①式，得 V l =-u l i-v\j =-6i-12V3i. 

雨点的速率为 I W I = v ^6 2 + 12 2 X 3 = 21. 6 (km • h _1 ). 

其速度方向与水平方向的夹角为 a = arctan — = arctan = 73. 9°. 

U ] o 
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1 16 . —轮胎在水平地面上沿着 一直线 无滑动地滚动(这种情况下，轮胎边缘一点相对于 
轮胎中心的线速度等于轮胎中心对地面的速率），轮胎中心以恒定的 速率％ 向前移动，轮胎的 
半径为尺,在 t = 0时，轮胎边缘上的一点 A 正好和地面上的一点 o 接触.试以 o 为坐标原点 
写出轮胎上 A 点的位矢、速度、加速度和时间的关系式. 

解： 如图所示，以轮胎中心 C 为原点建立动参照系 / O '/, 以 
t = 0时刻 a 点与地面的接触点为静坐标系的原点 o ,/、 y 分别 
与平行 ， t = 0时/和; y 轴重合.动参照系是作匀速直线运动 
的平动参照系，在此参照系中， A 点作匀速圆周运动，线速度= 

t ； 0 故山：癸.在时刻 A 点相对于/轴的负方向转过的角 

度卜 ( Ot ， 由相对运动位矢之间的关系，有 习题 1-16 图 

r =〆 + OO’. 

式中 r 、 〆 分別是 A 点在静参照系和动参照系中的位矢 ,00' 是动参照系坐标原点相对于静参 
照系的位矢.上式化为分 量式： 

X = X V Q t, 

y = y R. 

在动参照系中, A 点坐标为 

x = 一 Rs\n u)t , 
y = — Rcos cut , 

代入上式，得 

x = v 0 t — Rsin(^t ) ， 

y = -^[i — cos ( 皆 ) ]; 

^ = S = ^° sin (IO ； • 

所以 A 点的位矢、速度和加速度与时间的关系式 如下： 

r = [v 0 « —Rsin ( 音 r) ji— cos ( 皆 ), 
v = v 0 ^l — cos ( 音 r )]/ + t/ 0 sin ( 皆 ) 《/ , 

a = f[ sin (S £ ) , ' +cos (l t V} 
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由的表不式，可知 | a | = a \ - j - a 2 y = 

XV 

在动参照系中 A 点作匀速圆周运动，只有向心加速度 a = #，所以在地面参照系中和在动参 

照系中加速度大小一样,这是由于动参照系相对于静参照系作匀速平动的缘故. 

• 117. 如图所示，有两条位于同一竖直平面的水平轨道，相距 
为轨道上有两个物体 A 和它们通过一根绕过定滑轮 O 的不可 
伸长的轻绳相连接.物体 A 在下面的轨道上，以匀速率 t ； 运动，在轨 
道间的绳子与轨道成 45 °角的瞬间，绳上 P 点处有一与绳子相对静止 

的小泥巴与绳子分离，已知该瞬时滑轮直径可以忽略不 
计，求： 

(1) 小泥巴离开绳子时速度的大小和方向. 

(2) 小泥巴离开绳子落到下面轨道所需的时间. 

解： （1) 物体 B 和小泥巴的运动都可分解为沿绳的方向和垂直于绳的方向.垂直于绳 

的速度可以看成是绳子绕 O 点转动的速度，设转动角速度为⑴，则对物体 b 和小泥巴分 
别有 

V B // = V, v BJ _ = 1 /tan 6, w = v B± /BO, 

vp// = i ； , 办丄 =to • DF = 邱丄， OP ； 

即 v P± = -^-utan 8. (d = 45。） 

由此可得 


B 



V P = y/Vp ± -f vp// =^Y vtan -H V 2 =1. 05 认 


v P 与的夹角为^ : 


arctanf J = arctan 

\vp// / 


1 


18. 4°. 


(2) 由上面计算可得出小泥巴作斜向左下方的抛体运动 , P 与水平面的夹角为 

45° -18. 4° = 26. 6°. 


它在竖直方向的分运动初速为 i ^。， 加速度为 

v Py{) — vsin 0 — v 尸丄 cos d = v 、sin Q - ^cos = v • f (] 

由几何关系可知， p 点到下轨道的距离是由此， 


- 1 )= 


VPyot + \gt 2 = 夸 * U + \gt 2 . 
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解得 


l = 0(vV + 3gL — v). 

'I 18. 在距离河岸 500 m 处有一灯塔，它发出的光束每分钟匀速转动一周，试求当光束 
与岸边成60°角时,光束沿岸边滑动的速度和加速度. 

解： 如图所示，取岸边为: c 轴，灯塔到岸边的垂线和岸的交点为 
原点 O , 灯塔到岸边的距离为 L , 则 

x = Ltan <p, 

<p = cot ； 

上式中: T 为任意时刻光束和岸边的交点位置.光束沿岸边滑动的速度 
即％ : 



习题 1-18 图 


v x 


dr 

dt 


dt 


(Ltan <p) — Lsec 2 <p 


d<p 
d 尤 


Leu sec 2 cp. 


当光束与岸边成60。角时 ， p =号 一 f = 因此得 

v z — Leo sec 2 30° = 5 X 10 2 X 裝 X sec 2 30。 = 69. 8(m • s 一 1 ), 

bO 

a x = ^ [Lai sec 2 (a>f )]= 2Lco z sec 2 <ptan <p 

= 2 X 5 X 10 2 X ( 詰 ) • sec 2 30°tan 30° = 8. 4(m • s 一 2 )• 

- 119. 有一人站在楼顶的平台上以初速 v 。 水平地射出一发子弹. 

(1) 取枪口为原点， V 。方向为 x 轴，竖直向下为^轴,并取发射时为《 = 0时刻.试求子弹 
在任一时刻 f 的坐标和子弹的轨迹方程. 

(2) 试求子弹在 f 时刻的速率、切向加速度及法向加速度. 

解： （1) 子弹作平抛运动，任一时刻《的坐标为 

X = Vo t 9 ① 

y = ② 

由①、②式消去得子弹的轨迹方程为 

( 2) % = f = %，^ = d? = ^ ： 

V = -/x；x H- ~ V v 0 g^t 2 . 



22 


Physics 


大学物理简明教程习题洋解 


W 与 X 轴的夹角为 


切向加速度为 


法向加速度为 


9 — arctan^^ j = arctan(f). 


dii _ g 2 t 

dt ~ - yvi + g 2 t 2 


a ^ g co & e = g - = 


gvo 

Vvl+g 2 t 2 


或 


a .= Vg 2 -al =7^-^ T^V 


gvo 

7vi + g z e 


• 1-20. 如图所示，有两个质点 A 和 B , 它们在: rQy 坐标系中均以角速度作半径为尺的 
圆周运动，且在£ = 0时刻都从 O 出发， B 质点和 A 质点都作逆时针 
方向转动,试问在相对于 A 为静止的参照系中观察， B 质点的运动规 
律如何？速度和加速度是多少？ 

解：在直角坐标系中， 

x A =— R -f- Rcos cot; 

y A = Rsin cut , 习题 1-20 图 

X B — R — RcOS (sit , 

ys = _ 尺 sin cot» 



B 相对于 A 的坐标分量为 


由①、②两式消去 W ，得 


Xba = Xb~ x a = 2R(1 — cos cot ), 
yBA =~~ 2Rsin cot. 


y Z BA , (2R — xba Y •, 

5 F + — W ^ = 1 . 


此即圆周运动的轨迹方程，圆半径为 2 i ?. 


Vba^ 


VBA y 


dr a 


ck 


dt 


2jf^osin cot , 

一 2Rcocos cut , 


^HA = \/ VbAjc + VBAy = 2Ro )； 
dVRA 


O-BAx 


dt 


2Ra> 2 cos cot , 


① 

② 

③ 



第一章运动学 


]©§ 23 


ClBAy 


^BAy 

dt 


= 2i^u 2 sin ait , 


dBA ~ " J a^Lr + ^ BA . y " ~ 2 Rw ^ . 

由以上计算可知，质点 B 相对于 A 作匀速率圆周运动，半径为2只，角速度为⑴，速率为2/^,切 
向加速度为零，法向加速度为 2R W 2 . 

'1-21. 有人坐在车内观察雨点的运动，试说明在下列各种情况下雨点的轨迹.设雨点相 
对于地面是匀速垂直下落的，速度是 V . 以竖直平面为 xOy 平面. 

(1) 车以恒定速度 w 沿 x 正方向 运动； * 

(2) 车以恒定加速度 a 沿工正方向运动. 

解 ： （1) 设雨点相对车的速度为《，雨点相对车的加速度为 I ,则有 

u = V ~ v , u x = — v , 

«, =一 V; Or = ^ = 0. 

用/、 :/ 表示在车内观察雨点的坐标，并设 t = 0时 . 〆 = 0, ：/ =別，则 

x =— vt , y ' = y 0 — Vt . 

由此可得雨点的轨迹方程为 

/ , V / 

这是直线方程，如图 （ a ) 所示. 

(2) =— a 9 = 0,设 i = 0时车速 v = v 0 ，任 一时刻 f ， 

v = Vq -\- at . 

= v x dt = —— ( i ; 0 + at ) dt 9 

两边积分，得 


由以上两式可得轨迹方程为 


x =— v Q t — » 

y = >0 + Uyt ^ y 0 — Vt. 


y(yo-y)~ja^ y 


^ Jy^-y 


这是抛物线方程，如图 （ b ) 所示. 
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• 1 - 22 . 质点在: cOj 平面内运动,坐标为 

x — 3 t , ；y = 20 — 2 t 2 , 


式中 x 、 y 以 m 计, t 以 s 计. 

(1) 写出质点的运动轨迹方程. 

(2) 写出 f = 1 s 时刻和 r = 2 s 时刻质点的位矢,并计算这一秒内质点的平均速度. 

(3) 计算1 s 末和2 s 末质点的速度和加速度. 

(4) 在什么时刻，质点离原点最近，此最短距离为几 m ? 

(5) 写出质点的切向加速度的表示式,并计算1 s 时质点的切向加速度和法向加速度 
的大小. 

解： （1) 由和 : y = 20—2 t 2 消去 t , 得轨迹方程 

y = 20 — 吾: 2 . 

(2) r(t) = 3 ti + (20-2 J 2 ) i , « = 1 s 和 2 s 时，位矢分别为 

n = 3i + \Sj , r 2 = 6»+ 12j. 


这一秒内质点的平均速度为 


其数值为 


^= rj -~ = 3i-6j, 


I v* I = \/3 2 + 6 2 = 6. 7(m . s— 1 ). 

平均速度与 x 轴的夹角为 

0 \ = arctan(-^) =- 63. 4' 

(3)v H ■卜 3i _ 4tj . 


^与工轴的夹角为 


t = 2 s 时 ， v 2 = 3/ — Sj , 


t = 1 s 时， th = 3i — 4j , 

I V\ I =\/3 全 + 4 2 = 5(m • s 一 1 )• 

0i = arctan( — 1-)=——53. 1°. 


I t » 2 1 = */3 2 + 8 2 ~ 8. 54 (m . s _1 )• 


ft 


arctan 


( _ 1) = — 69 - 4 ' 


与； c 轴的夹角为 
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a (^) ^ ^ =—0; | a ( t ) |= 4 (m • s -2 ), 沿 : y 轴负 方向. 


(4) r = ^ x z +y =W + (20-2 r 2 ) 2 . 令 f = 0, 得 

at 

«(-71+8« J ) = 0, 

ti = 0( 舍去）， t 2 =—2. 98( s ) (舍去). 

将 6 = 2. 98( s ) 代入 r 的表示式 ，得： 

r min =79 X (2. 98) 2 +(20-2 X 2. 98 z ) 2 = 9. 22( m ). 

(5) a r = ~ = 4-L/Z 2 -t- (4t) z )= /=— 6t ^ = 1 s 时，由上式得 

dt At 79 + 16 ^ 

a r = 3. 2 (m • s -2 ), 

a „ =- Jai L — a \ =\/4 z — 3. 2 2 =2. 4 (m . s -2 ). 

' 1-23. —架飞机在无风时以匀速 t ； 相对地面飞行，能飞出的最远距离 
为 L (包括飞出和飞回）.现在飞机在风速为《、方向为北偏东 a 度的风中飞 
行， 而飞行的实际航向为北偏东度，求在这种情况下飞机能飞出的最远距 
离是多少（设燃油消耗的速率不变）？ 

解： 飞出去和飞回来飞机对地面的速度方向应在一条直线上，设速度分 
别为 V ,和％，无论來回，飞机相对风的速度（设为< 和《' 2 )的大小应不变， 

因此， 

I w'i I = I I = V. 

风对地面的速度不变，为《，根据已知条件/和正北方向成 a 角，设 V ,与正北方向成#角，设 
V ,和 W 夹角为，则 V 2 和<的夹角也是 〆 等腰三角形），图示为飞机来回的速度矢量图.由图 
可得 


Vj = wcos(a 一 / 3 ) + vcos <p , 

① 

V 2 = *ucos <p 一 U COS(Ot — p). 

② 

无风时 ，飞机能飞出的最远距离为 L, 所费时间为 


♦ 2L 

③ 

设有风时能飞出去的最远距离为 s, 所费时间为^ 


t = t ' +t 2 ^v ； + v ：- 

④ 


两种情况下时间应相同 



利用三角形的正弦定理 


t — t^,. 


⑤ 
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U 一 V 

sin <p sin(a — p ) 9 

化为 

v 2 (1 — cos 2 cp ) — u 2 sin 2 (a — p ) 

得 

vcos <p = v t ; 2 一 u 2 sin 2 (a 一 p ) , 


代入①、②两式，解①〜⑤式，即得所求最大距离 


2L „/ 1 , 1 ^ 


L wcos(a 一 /?) -\- y / v 2 一 w 2 sin 2 (a — 一 wcos(a — p ) +vV — w 2 sin 2 {a —■ p ). 


S = (v z ~u 2 )L 

v \/ v 2 — u 2 sin 5 (a — j 3) 

1 24 . 一条快船沿平行于海岸线的直线航行，速率为 V , 离 
岸边距离为 L . 一小艇速率为 u ( r ；< V )， 从一港口 O 出发企图与快 
船相遇，如图所示,小艇必须在快船驶过海岸线的某点 P 之前出发 
才能达到目的，如略去水速，试求小艇航向如何才能使: PS 的距离 S 
最短.与此相应，小艇出发后经过多少时间才能追上快船，这时小 
艇航行了多少距离？ 

解： 设小艇航向与海岸线成0角，经时间《和快船相遇， 对船： 



Vf = S 十 t»cos d • t ； 

① 

对艇： 




L = vsin 6 • t . 

② 

由以上两式解得 




0 _ VL Lcos 6 

t ; sin 0 sin 6 

③ 


令 g = 0,可求 S 的最 小值： 

dS __ LV . ( — cos 0) — . ( sin 2 汐 一 cos ; g ) _ - 

d 夕 v sin z 5 sin z d 

得 

cos 9 — 

代回③式，得 

s min = k 押一 V 、 



LV 


vsind y ^/ v 2 — v 2 ' 


此情況下，由②式得 
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小艇航行的距离 


G4 — vt 


LV 

y/V 2 -V 2 


四、思考题解答 


1-1. 设质点二维运动的坐标为 ： t = X{t), y = y{t), 有人先求出位矢的大小 r = 
然后根据1< = $， a = 求得它的速度和加速度；另外，有人先计算速度及加速度 

的分量，再将它们合成，得出质点的速度及加速度分别是 u = V (^) Z + ( dl ) 2> a ^ 

+ {^) 2 ' 试问这两种结果在什么情況下是一致的？在什么情况下不一致？ 一般情 
况下哪一种正确，为什么？ 

答： 因为一般曲线运动位矢的方向是随时间变化的，所以后一种方法正确.当已知位矢 
b 、 J ■，可用求导的方法得出速度和加 速度： 


r = 十 W ， 


dr — dx . 1 • 

di = di 1 ^ dt J 9 



m ^ u = V (^) 2+ ( d ^) 2 * a = a /(1 ?) Z + (§) 2 細.贿紐麵神，#触獅 

点取在此直线上这两种结果才一致. 

1-2. 下列问题中，哪些说法是正确的？哪些说法是错误的？ 

(1) 物体具有恒定的速度，则其速率必为常数. 

(2) 质点沿某一方向的加速度减少时，该方向的速度也随之减少. 

(3) 在直线运动中，物体的加速度愈大，其速度也愈大. 

(4) 质点作匀速运动,则它的运动轨迹一定是一条直线. 

(5) 质点具有恒定不变的加速度，则它的运动轨迹是一条直线. 

答： （1) 正确.因为恒定的速度即大小和方向都不变，因此其速率必为常数. 

(2) 错误.若加速度方向和速度方向一致，则质点的加速度减少时，该方向的速度仍是增 
加的，只是增加得慢些.若加速度的方向和速度方向相反，只要加速度方向不变，则无论加速度 
数值增加或减少，其速度总是减小的. 

(3) 错误.加速度是速度随时间的变化率，反映了速度变化的快慢，与速度的大小无简单 
的对应关系. 

(4) 错误.通常匀速运动是指速率恒定的运动，因此匀速运动可以是曲线运动，如匀速圆 
周运动就是一例. 

(5) 错误.如抛体运动,物体具有恒定的重力加速度，但运动轨迹是抛物线_ 

1-3. 试判断下列情况是否 可能： 

(1) 物体具有零速度，但仍处于加速运动中. 

(2) 物体的速率在不断地增加，而加速度的值则不断地 减小； 
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(3) 物体的速率在不断地减小，而加速度的值则不断地增加. 

答： （1) 可能.如自由落体运动.开始下落的瞬时速度为零，但有重力加 速度； 或者竖直上 
抛运动到最高点的瞬时，速度为零，但仍处于加速运动中. 

(2) 可能.加速度的值不断地减小，但只要保持方向不变，则在运动方向和加速度 方向一 
致时速率仍不断增加. 

(3) 可能.当物体运动速度的方向和加速度方向相反时，加速度的值不断增加，物休的速 
率则不断地减小. 

1-4. 如果物体在空气中运动,受到空气阻力作用所获得的加速度与物体的速度大小成 lE 
比而方向相反，试分析该物体以 一定的 初速度由地面开始竖直上抛，直到重新落回地面的过程 
中速度及加速度的变化情况（重力加速度 g 视为常数). 

答： 设初速度为％，以向上为正方向，阻力为/= 一知， 则上升时有 



上式分离变量，得士 =- >,两边积分，得 



di; 

v + mg/k 


k r i 

— —— dt. 
m Jo 


解得 + 

当 = 0 时，物体达到最高点，代入②式，得出达到最高点所花的时间为 


① 


② 


由②式求导，得加速度 


^ln(l + ^ 

k \ mg 


)， 


ciu 


dv u 

At 


- OH - 


当 i == tl 时，物体只受重力作用 ， ai =- g . 将 & 的表示式代入〜式中，亦得此结果.当物体下 
降时，设向下为正方向， 

. dv 

mg 一 kv = m -7- t 
ut 


分离变 ft 后积 分: 


得 




du 


1 — mg/k 


h r * 

! dr ， 
mjo 


v 2t =〒(1 _ e""*). 


加速度为化 =f = ge ~« l . 
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若髙度足够大，则随着下落时间的增大，速率将趋近于这时即重力和阻力相 
抵，跳伞即为一例. 

15. 你能否找到一种加速度等于零的曲线运动？你能否找到一种加速度等于常矢董的 
曲线运动？ 

答： 作曲线运动一定有法向加速度，故不可能有加速度为零的曲线运动.加速度为常矢量 
的曲线运动有抛体运动或其他初速度和加速度的方向有夹角0的运动. 

v = Vo + eu , w 。 和 a 有夹角 (9, 则 w 、 w 。和 a / 组成矢量三角形，的方向随时间变化，所以 
是曲线运动. 

1-6. 判断下列说法是否 正确： 

(1) 质点作圆周运动的加速度指向圆心. 

(2) 匀速圆周运动的加速度为常矢量. 

(3) 只有法向加速度的运动一定是圆周运动. 

(4) 只有切向加速度的运动一定是直线运动. 

答： （1) 若质点作变速圆周运动，则有切向加速度，总加速度不会指向圆心.只有作匀速 
圆周运动时加速度才指向圆心. 

(2) 匀速圆周运动的加速度方向一直在改变，不等于恒矢量. 

(3) 只要作匀速率的曲线运动，都只有法向加速度，不一定是圆周运动. 

(4) 说法正确.因为没有法向加速度的运动不会改变运动方向，故一定是直线运动. 

1-7. 在斜抛运动中忽略空气阻力，试 问： 

(1) 哪一点的切向加速度最大，哪一•点最小？ 

(2) 法向加速度如何变化？ 

(3) 轨迹各点的曲率半径如何变化？ 

答： （1) 斜抛运动的加速度为 L 切向加 速度+ 为为抛物线上任一点的切线和水 
平方向的夹角，在抛出点和落地点0最大，故在抛出点和落地点的切向加速度最大.达最髙点 
处0 = 0,所以= 0. 

(2) 法向加速度为 geos (?, 由上面可知，在抛出点和落地点0最大，法向加速度最小，在最 
高点法向加速度最大，= g . 

(3) 曲率半径 ^0 = 设抛出时和水平方向成 ft ) 角， W 2 = ( v^y +( v y y = (Vo cos 00 ) 2 

+ ( v 0 sin 0 o - gt ) 2 代入上式，得 ； o = ( % C 0 S 汰 ）Z ^ c ( o ~|' n 随着时问增加，分了•变小， 

直到最高点，《最小，而同时分母则逐渐增加，故在抛出点 <0最大，以后逐渐减小，到最高点时 P 
最小，以后又逐渐变大，直到落地点达最大.也可以利用上面 （2) 的结果，在抛出点和落地点〜 
最小，而 V = V 。 最大，故 P 最大•在最高点〜最大而 Ty = V 0 cos 00 最小，故 P 最小. 

18. 矢量导数的绝对值与矢量绝对值的导数是否相等？ | $ | = 0和= 0各代表什 

么样的运动？两者有无区别？ 

答 ：矢量 4的导数的绝对值为 | $ | ，这里设4是《的函数.而其绝对值的导数为 g M 丨， 
系指其值的大小随《的变化率.两者一般是不相等的. | H = 0表示加速度为零，因而是匀速 
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直线运动，而= 0即 g =0, 或〜= 0,代表匀速率运动，可以是匀速率曲线运动.两者 
不同，前者表示总加速度为零. 

19. 一个作平面运动的质点，它的运动学表达式是 r = r (0, = 如果 （1)^ = 0, 

质点作什么运动？ （2) g = 0, 关0,质点作什么运动？ 

答： （1)$ = 0表示位矢的数值不变，而^尹0表示速度》#0,故质点作圆周运动. 

(2) ^ = 0即七= 0,速率不变， | # 0即 a 关0,故质点作匀速率曲线运动，有法向加 
速度. 

1-10. —斜抛物体的水平初速度是％ ,它的轨迹的最高点处的曲率半径是多大？ 

答：最高点处只有水平方向速度 U 。 ，故 (0 = _•. 

1 11. 圆周运动中质点的加速度是否一定和速度方向垂直？任意曲线运动的加速度是否 
一定不与速度方向垂直？ 

答：当质点作变速圆周运动时，有切向加速度，也有法向加速度，总加速度和速度方向不 
垂直.任意曲线运动的加速度有可能与速度方向垂直，即在匀速率运动的情况下只有法向加速 
度，与速度方向垂直. 
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— 、内容提要 


1. 牛顿三 定律： 

(1) 第一定律 F = 0时 w =恒量 • 

(2) 第二定律 F = ma . 

(3) 第三定律 F =- F \ 

2. 摩擦 定律： /. 0</, < f ,, N . 

3. 非惯性系中的惯 性力： 

(1) 平动加速参照系中的惯性力 /• =~ ma 0 . 

(2) 匀速转动参照系中的惯性离心力 r = mo 2 rr \ 

4. 动量、冲量、动量守恒 定律： 

(1) 动量 P = mv ,冲量 / = [" Fdt . 

J, 0 

(2) 动量定理 I = P - P 0 = AP . 

对质点来说 :在一 段时间内质点所受合力的冲量等于这段时间内质点动量的增量•对质点 
系 来说: 质点系动量的增量等于外力冲量之矢量和，内力的冲量不会改变质点系的总动量. 

(3) 动量守恒 定律： 外= 0时 ， P = 常矢量. 

I 

5. 角动景和角动量守恒 定律： 

(1) 角动量 ：质点 相对于某一参考点的角动量= rXrw , 刚体绕 z 轴转动的角 动量： 

= It<0 t 

式中 J , = Jr 2 dm 是刚体绕 z 轴转动的转动惯量. 

(2) 平行轴定理： J = L + Md 2 . 

(3) 力矩 ： M = rXF . 

(4) 角动景定理 ： JVf =去! •或 j Mdt = L ( t ) — L ( to ). 

对刚体还可写成 = 诏 （绕定轴转动的转动定律) • 

(5) 角动量守恒 定律： 

对质点，当 Af =0 时 ， L = = 常矢量. 

对绕定轴转动的刚体，= 0时， L , == =常量. 

二、自学指导和例题解析 

本章要求深入理解牛顿三定律的基本内容和适用 条件; 掌握用隔离法分析物体的受力情 
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况并列式求解;初步掌握在非惯性系中求解力学问题的方法•理解动量、冲量的概念，熟练运用 
动量定理和动量守恒定律 解题； 掌握角动量、角动量定理和角动量守恒定律•在学习中应注意 
以下 几点： 

CD 在用隔离法分析物体的受力情况时，除了万有引力（包括重力）和电磁力等远程力之 
外,一般只要考察该物体与哪些物体接触就可以了解其受力情形. 

(2) 弹簧弹性力的大小取决于弹簧的形变(一般为伸长或压缩），不是取决于物体的坐标， 
如坐标 原点工 = 0不是取弹簧为自然伸长时物体的位置，则弹性力不可以表 示为一 / Lc , 应作相 
应修改. 

(3) 静摩擦力的大小与指向都取决于相对滑动的趋势，在各种具体问题中，为了判断静摩 

擦力的方向，应当先设想如两物体之间不存在静摩擦，考察接触面的相对滑动的方向，这就是 
相对滑动趋势的方向.两物体相互间有静摩擦力作用时，其方向分别与各物体在接触面上的相 
对滑动趋势的方向相反.一般情况下静摩擦力/< /_ 为静摩擦系数.具体数值应根 

据“物体之间并不真正发生相对滑动”的条件去确定求解，而不能直接用/ = 计算. 

(4) 对于非惯性运动参照系，应当掌握绝对加速度和相对加速度之间的关系，并计入惯 
性力. 

(5) 在研究冲力作用对质点运动的影响时，由于冲力出现于极短的时间内，质点的位置几 
乎没有什么改变,但是质点的动量则从冲击开始时的_>变为冲击作用结束时的动 fi 的 
增 : M mv 2 — mvi 与冲量 J 相等. 

(6) 如果质点所受的力 f •垆0,但 F 的某个分量如= 0,则动量的相应分量应 
守恒. 

(7) 讨论角动量、力矩、角动量定理和角动量守恒定律时，角动董与力矩均应相对于同一 
固定点或固定轴. 


例题 


例 2-1 竖直上抛的物体,至少应具有多大的初 速度队 才不再回到地球？ 

解：抛射体在运动过程中所受到的唯一的力是重力，方向指向地心，由于物体不再回到地 
球，其所在高度一定是很大的，重力应按照与地心距离的平方成反比的规律变化.以地球为参 
照系，在发射时，物体位于地面，初速为％,取工轴通过物体发射处竖直向上，原点在地心，物 
体在万有引力作用下作加速 运动： 

„ Mm x rr\ 

_G 7 = m W’ ① 

d z x dt> dv dx dt» 


所以 


^ Mm di; 

G ^- = mU di- 


分离变 M , 两边积分，并代入初始条件，得 



② 


其中 K 为地球半径.解得 
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的合力 


C^rng — Nsin — 0, 

2 丁 sin 亨 — Ncos ~ = 0. 
因 △?» 很小 , sin ，代入②式得 

TA50 = N cos ~y ， 


由①、③两式解得 


其中 




△WJ 

TA ^> 8 


⑤式代入④式，得 


厶771 


2kR 


Al 


mAy 
2 k * 


27 ttan 专 

例 2-3 有一飞机在竖直平面内以匀速率 t ； 作圆周运动，圆的 

半径为 K m , 飞机驾驶员体重为 m kg , 在飞机中他的“视重”多大？ 

解： “视重”是指表观体重，即飞行员施于坐垫的压力.由于研究驾驶员/ 
的运动较为方便，可先求出坐垫支持驾驶员的力，其反作用力即为所求.将驾 | 
驶员隔离出来，如图所示.驾驶员受重力作用，竖直向下.驾驶员受坐垫的 ' 
支持力 JV 的大小和方向都未知，设 N 和半径所夹角为 ？ ，半径和竖直方向 
夹角为沃作用于驾驶员的所有力的合力应当就是他作圆周运动的向心力. 

以地面为参照系，用自然坐标系列出切向与法向运动方程式比较方便. 

Nsin (p — m^sin 汐 = 0, 

Ncos <p— mg cos d = nru 2 /R. 


由①式和②式消去 < p ，得 

N =,Jm 2 g z 2m 2 ^gcosd + m 2 

由①和②式消去 JV 可得 

p=arctan( gcos ^^). 


① 

② 


③ 


④ 


⑤ 



mg 

例 2-3 图 


① 

② 

③ 

④ 


由于角度6不同，视重 N 可以大于真实体重(称为超重）或小于真实体重(称为失重).由③式 




可知，视重最大的情况发生于0,即在圆周的最下端，这时 


N = mg + mv 2 / R . 

因为在 0=0 时，坐垫不仅要支持驾驶员的体重，还要提供所必需的向心力 mv 2 / R . 

视重最小的情况发生于0= tv , 即在轨道的最顶端，这时 

N = mv 2 /R 一 mg . 

因为这种情况下坐垫的支持力和重力 mg 同向，两者之和提供向心力. 

若飞机速度太小，使则在最高点或不到最高点，驾驶员就不能稳坐在坐 
垫上继续圆周运动，而要从坐垫上滑落. 

例2- 4 如图 ( a ) 所示,质量为 m 的小球用细绳系在天花板上，使小球在水平面内作半径为 
R 的匀速圆周运动，速率为认试求小球从 a 点绕行 j 圆周到6点的过程中绳子张力的冲量 Jr . 



例 2-4 图 （ a ) 例 2-4 图 （ b ) 例 2-4 图 （ c ) 


解： 小球受重力 mg 和绳子张力 T 的作用，合力的冲量等于重力 P 和张力 r 的冲量之矢 
量和. 

1 = Ip + I T . 

重力的冲 M 为 


T T 1 

Ip = mg • — ^ mg •— 
_ nRmg 

_ 2 v , 


2nR 


方向向下. 

合力的冲量等于小球动量的增量，如图 （ b ) 所示: 


/ = mv b — mv a ， 

I v a I = 1 vj = V, 



I 在水平面内.冲量之间的关系如图 （ C ) 所示. 
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张力冲量与竖直方向的夹角为 


Q 


— arctan 


if P ) 



例 2 -S 长为 Z , 质量为 m 的柔软绳索的两端 A、B 并在一起悬挂在支点 A 
上，现让 B 端脱离支点自由下落，如图所示，求 B 端下落了 x 时支点上所受的力 T . 
解 法一： 用动量定理求解. 

选支点为坐标原点，向下为 I 轴正方向，绳索的右半部分作自由落体运动， 
当 B 端下落了 x 时,其运动速度为 




_ 1U 

A 

JC 

^ _L 


- 


v =^2 gx . 


例 2-5 图 


以整条绳为体系，体系的动量就是右半部分绳索的动量 P , 当 B 端下落了: r 时，右边绳索 
的长度为 

< 右 = 去 （/ + Z) — X = y( / — X). 

动量为 


P = m 右 • v 




(/ 一 x) • V2gx. 


绳索受到支点给它的力 7" 和重力设 7" 向下，则由动量定理得 


T ,+ 


mg 


dP 

d 7* 


由①式，可得 


dP dP dx 


dt 


dr dt 


dP 




dx 




晋“―的 


③式代入②式得 


T’ ——mg + ^(Z — 3x) =—mg (y + |f) - 


负号表明 T ' 的方向向上.绳索作用于支点的力为 


T =- T' 


/ + 3 x „ 
21 


—mg , 


方向向下. 

解 法二： 用质心运动定理求解. 

整条绳索的质心&可由左、右两部分绳的质心求得. 


X,= 



m 


① 


② 


③ 


① 
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② 

③ 

④ 

⑤ 


方向向下. 

例 2-6 有一均匀的扁麦秆，长为中心被细铁钉支撑着，使麦 
秆可以在垂直平面内绕中心自由转动，如图 U ) 所示.开始时麦秆处 

于水平位 S , 有一蜘蛛以 速度％ 垂直落下到麦秆上离中心为 f 处，已 

知蜘蛛的质 M 和麦秆的质量相等.当蜘蛛落下后，立刻沿麦杆爬动， 

使麦杆的转动角速度不变.试求蜘蛛能爬到麦秆端点的情况下训的 
最大值.假定麦秆转到垂直位置时，蜘蛛正好离开麦杆落下，试求出 
蜘蛛在空间的爬行轨迹. 

解： 设麦秆和蜘蛛的质 ft 都是讲，麦秆的角速度为％设蜘蛛离开麦杆中心的距离用^表 

示，当蜘蛛落到麦秆上时，/ = 0, x = f ,由蜘蛛和麦秆组成的体系在两者碰撞的瞬间可以认 

为不受外力矩作用，因此对麦秆中心的角动量守恒,碰撞前蜘蛛对 o 点的角动量为 
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L] =mvo 


碰后瞬间，两者的角动童为 


根据角动量守恒定律 


Y 2 m ^ Z (x ) a 


L ! ~ L2 , 


即 


解得 


mv 0 


J - 2 ^ l + m (\) ]<«; 


— 12” 0 

w = IT ' 

当蜘蛛爬到离杆中心为 X 长度时，蜘蛛的重力对转轴 O 的力矩为 

M = mgxcos <p y 

其中？> = 由题意，转动角速度是常置不变，由角动量定理得 

dJL dl 


M 


式中 J 为体系在该时刻的转动惯置 ； 


dt ^ dt' 


ml 2 


由③〜⑤式，得 


改为积分形式 


1 12 

dl 0 dx 
dt = Zmx -~Af 


geos aft = 2 qj 智， 


dr = 於 cos cot dt , 
J OO ). 


得 


x = ^jsin cut + C. 

CU ) 

由已知条件 ， t = 0 时 ，: r = l ， 代入⑥式，得 


① 

② 

③ 

④ 

⑤ 


⑥ 


C 


⑦ 
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解： 静摩擦系数可由木块开始启动时所受的绳的张力与摩擦力 
相等而求得，由 T = mg , 了 = /及/ ="。地，得 


2s 

: P 


mg = Mo Mg , 

为求动摩擦系数，可先求得体系运动的加速度，由 

s= \ ati 得 

设绳子的张力为 T ， M 受到的摩擦力为八 = 对两个物体分别列出运动方程为 



mg — T = ma ， ① 

T — pMg == Ma, ② 


①式+②式，得 


解得 


mg — fjMg = (M 十 m 〉 a. 




2-2. 一甲虫在一半球形碗内向上爬，已知球面半径为 i ?, 甲虫和 
碗的内表面的摩擦系数为 /i = 0.25, 问它可以爬 多高？ 

解：如图，甲虫受三个力作用 ：重力 、摩擦力和碗对它的支承力 N , 
N 的方向指向球心,摩擦力方向和碗相切，并且甲虫正是依靠摩擦力 
才能向上爬.把三个力分别分解为切向和法向，当虫爬到最高点时三 
力平衡，列出切向和法向运动方程： 



wgsin d — f = 0, 
mg cos d— N = 0, 
f = /jiNi 


① 

② 

③ 


解得 


利用三角公式得 



设甲虫最高爬到高度 H , 则 


—cos 沒 ）=1?(1— 

2-3. 如图 （ a ) 所示，质量为/^的物体 A 静止放在质量的物体 B 上，物体 B 放在光 
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滑的水平桌面上, A 、 B 之间的静摩擦系数为若要在 A 、 B 之间不发生相对运动的条件下， 
使它们沿水平方向作加速运动， 试问： 

(1) 当水平外力作用在物体 A 上时，允许施加的最大外力是多少？ 

(2) 当水平外力作用在物体 B 上时，允许施加的最大外力是多少？ 

(3) 如果= 4 kg , = 5 kg , 并且当对 B 施加27 N 的水平外力时, < A 、 B 两物体刚刚 
开始发生相对滑动，那么，如果把水平力施于 A 上，使它们不致发生相对运动的最大水平力是 
多少？ 


-'111 


ilill 11 




V////////////A 








1 

A 

□ 

I , 

_ 

A 




m A g 




B 


1 m B g 


习题 2-3 图 （ a ) 


习题 2-3 图 （ b ) 


解： （1) 如图 （ b ) 所示，分别作两物体的受力图，然后分别对两物体列出运动方程式（摩擦 
力 /= /): 


P\— f ^ rn A a , / = m B a ， f = pt 0 N A ， N A = m A g. 


解以上四个方程，得 


F , 


( m A 

m B 


• ^ tog - 


(2) 当水平外力作用在 B 上时，类似的分析可得 


① 


解得 


F 2 — / = m B a , / = m A a , / = / i 0 N a , N A = m A g . 


F 2 = 户 0 ( m A + m B ) g . ② 

(3) 由②式求得;/。： 

t f 2 

户 0 (m A +m B )g m 

代入①式，得 

F ( m A + m ? ) m A = i 42 Z = 21.6( N ). 

m B ^ m B 5 

2-4. 质量为 JVf , 和 JW 2 的物体用绳子和滑轮连接成如图 （ a ) 所示的系统，若绳子的质量可 
以忽略且不能伸长，滑轮的质量和轴上的摩擦力也略去不计，求的加速度. 

解： 对两个物体及动滑轮分别作隔离受力图，如图 （ b ) 所示，设 Af , 以加速度〜向下运动， 
M 2 以加速度向上运动,分别列出运动 方程： 
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Mi 


m 2 


M,g 

— Ti = MiUi , 
了 2 — ^2 S ^ ^2 0-2 • 

由于不计滑轮质童， T ' =2 T 2 . 

又由于绳子不会伸长，两物体的加速度之间有约束 关系： 

a ?. = 2 a ,. 

这些条件代入两运动方程解得 


M 2 g 

习题 2-4 图 （ b ) 


T , 


R ： 


① 

② 


a 】 


Mi - 2M 2 
M , +4 M 2 s ' 


当]^ > 2 M 2 时, M , 向下 运动； JVf , <2 M 2 时, M , 向上 运动； M , = 2 M 2 时，两物体静止. 

2 - 5 . 用引力定律证明开普勒第三 定律: 按圆周轨道运行的各行星公转周期的平方和它们 
的轨道半径的立方成 正比. 又已知火星的公转周期为 1. 88地球年，地球公转轨道半径 n = 
1.5 X 10" m , 试求火星轨道的半径 

解: 以 r 表示某一行星公转轨道的半径，了为其公转周期，按匀速圆周运动计算，该行星 
的法向加速度为 


a„ — w 2 r = i^r/T 2 . 

以 M 表示太阳的质量, m 表示行星的质置，并忽略其他行星的影响，由引力定律和牛顿第二定 
律可得 

G^j^- = ma„ = m 争 

由此得 

V _ An 2 

V ~ OV? - 

上式右边是常量,所以此结果说明行星公转周期的平方和它的轨道半径的立方成正比. 

以 n 、 T , 表示地球的轨道半径和公转周期，以 r 2 、 T 2 表示火星的轨道半径和公转周期， 
则 

_ =襄， T 2 = 1.88 T ,. 

由此得 
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rz =r,(|^)' /3 =r,(1.88) 2/3 


=1. 5 X 10" X 1. 88 2/3 = 2. 28 X 10" (m). 


2 6. 如图所示, 质童为 m 的小球系于长为 K 的细绳一端，绳另一端 
固定于 O 点,小球在竖直平面内绕 O 点作半径为 i? 的圆周运动，已知小 
球在最低点时的速率为％，求在任意位置时，小球的速率和绳中的张力. 

解： 以地面为参照系，以细绳与铅垂线的夹角表示小球的位置，并 
规定逆时针转动时 dd > 0 , 小球受重力 mg 和绳中张力了的作用，二者提 
供小球作圆周运动的向心力和切向力.运动方程的切向和法 向分*式： 

— mg sin d = ma r = w ^ 

At ① 

T — mg cos 6 = ma „ = m 



为求与的函数关系，①式中作变量代换: 


Av __ dv dd _ dt> __ dv v _ 

d7 == d5'di = dS* a>= de*R , 


即得 

改为 

解得小球在任意位置时的 速率: 


n dv v 
— mgsine = w 而 • jp 

I vdv = \ — Rg sin ddO . 
J Jo 


v =^/vl 2 Rg ( cos 6 — 1). ③ 

将③式代入②式，得小球的张力与 0 的 关系： 

T = m 专 + (3cos 0 — 2)mg. ④ 

讨论 “1) 小球位于最低点 （ 0 = 0 ) 时，绳中张力最大， 

= m^ + mg. 

(2) 小球在最髙点 （ 0 = Jt )时，绳中张力最小， 

T mm = m 癸— 5mg. © 

因绳中张力不能小于零，否则绳子要松弛，故要小球作圆周运动，初速价的最小值应满足⑤式 
中丁 = 0的条件，即 

m 癸 一 5 mjf — 0. 


得 


vo =%/5^jR. 


2-7. 如图 （a) 所示 ，一 不会伸长的轻绳跨过定滑轮将放置在两边斜面上的物体 A 和 B 连 
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综合①、②两种情况,得体系平衡时满足的条件是 

sing —//cos < mA 〈 sing + vcosg 
sin a ~h ficos a ^ sin a — /icos a' 

2 8. 如图 （ a ) 所示，一辆玩具车从一个半径为 i ? 的半球形的冰堆顶端 ft 由滑下，初速度很 
小可略去不计，试 问:如 果忽略摩擦力，则玩具车在离地面多高处离开球面？ 




解： 如图 （ b ) 所示，小车在离开球面以前受力 N 和 mg, 两者的合力提供其向心力，把运动 
分解为切向和法向，列出 方程： 


mg cos d~ N 



① 


mg sin d = m 

由②式得 



茗 sin d =智 = 

= dv ^dd = dv 
dd dt de 

化为 

vdv = 

=Rgsin Qddi 

两边积分 

J * vdv = 

- J i^gsin 

得 

v 2 — 2Rg(l - cos d). 

当车离开球面时， N = 

o , ①式变为 



mg cos Q ^ m 


③式代入④式，得 


geos 0 = 2 茗 （ 1 一 cos 6 ) , 

cos 卜喜 • 


车离地的高度为 


H — Rcos 6 



② 


③ 

④ 


2-9. 如图 （ a ) 所示，设讲！ = 500 g , m 2 = 200 g , m 3 = 300 g , 滑轮和绳子的质量可略去不 
计， 试问: ^是否有加速度？如果有加速度以多大加速度、向什么方向运动？（滑轮轴承 
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处都是光滑的，绳子不会伸长 .） 


习题 2-9 图 (a) 习题 2-9 图 （ b) 

解 •• ⑴ 以地面为参照系. 

—定有加速度，因为防 2 和切 3 相对动滑轮有加速运动，所以吊系动滑轮绳子上的张力 


不等于 w 2 和 m 3 重力之和， m! 和 t ?Z2 、 m 3 不可能静止 平衡. 如图 （b) 所示，设 
向下运动， m 2 、w 3 的加速度分别为 a 2 和 a 3 , 列出运动方程为 

以加速度 a, 


wig — T, = m^ax , 

① 


丁 2 — rn 2 g = m 2 a 2 , 

② 


nhg — T 2 = m 3 a 3 , 

③ 


T, = 2T 2 . 

④ 

各物体的加速度间有如下 关系： 



«2 = 

fl 2 对 1+ ^1 » ^3 — fl 3 对 1+ fl l • 


化为标 ft 式： 

a z = a -\-a\ y 

⑤ 


— a 3 =一 a -^r U\ % 

⑥ 


解①〜⑥式，得 


m 〗 m 2 +mim 3 — 4m 2 m 3 500X200 + 300X500 — 4 X 200 X 300 

ai ^ m,m 2 +m,m^ + Am 2 m 3 g = 500 X 200+500 X 300+4 X 200X 300^ 

= ^ = 0. 2(m • s _z ). 

a , 为正，说明叫向下运动的假设正确. 

(2) 以动滑轮为非惯性参照系，对 m 3 和/^ 2 作受力图（图 （ b )), 这里的力除了真实力以外 
还要画出惯性力.设 a ' 为 m 2 和/« 3 相对于动滑轮的加速度的大小,按图列出运动 方程： 

m t g — T 2 = m y ai , ① 

m 3 g— T 2 -hm 3 ai = mia\ ® 

T 2 —m 2 g — m 2 a\ — m 2 a 9 




③ 
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T, = 2T 2 . 


④ 


解之，亦得 ai = 


= 1 = 0 .2( m . s -) 

m\m，2 -f-mxmi -j-^mzm 3 49 


2-10. 如图 U ) 所示，在光滑的桌面上 有一光 滑的劈形物体，它的质量是 JVf ， 斜面的倾角为 
a ，在斜面上放一质量为/»的小物体, 试问： 

(1) 劈形物体 M 必须相对于桌面有多大的水平加速度，才能保持 m 相对于 JW 静止不动？ 

(2) 对此系统必须施加多大的水平力，才能获得 （1) 所述的结果？ 

(3) 如果没有外力作用，求 m 相对于 M 的加速度，以及和 M 相对于地的加速度. 




解 ： （1) 以斜面为非惯性参照系, w 的受力如图 （ b ) 所示，当 M 以加速度向左运动时 , m 
所受真实力是重力和斜面对它的支承力 N , 而惯 性力广 =- ma 指向右边， m 相对于 M 
不动，则三力平衡，由图列出方程： 

N — mg cos a — f * sin cr = 0 , / # cos cr — mg sin a — 0, /" = ma . 

由以上三式解得 


a = gtan a. 

(2) w 与 M — 起运动，可看作一个物体， 


F = (M - m)a = (M H - m)gtan a. 
(3) 无外力 F 时，设 《 为从对地的加速度， a ' 为 


m 相对 M 的加速度， 为 m 对地的加速度.由于斜 
面在 m 的正压力作用下有向右的水平分力，所以 JW 
向右加速运动，以斜面为参照系， m 受到向左的惯性 - 
力作用，受力如图 （ c ) 所示，由图列出方程，对 m , 有： 

一 /* — Nsin a = 7 na,cos a , ① 

— mg -|- Ncos a = ma r sin a , 




r: 

、 R 

—fl 

^ ‘ _ 

X 



mg 


Mg \n’ 


习题 2-10 图 （ c) 


对 有: 


由①〜⑤式解得 


Nsin a — /m = 0 , 
fu — Ma. 


② 

③ 

④ 

⑤ 


msin acos a / 
a = Mdi ^ 发（向 右）， 


(沿 斜面向下). 
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a m = 〆 + a = (a’cos a + a)i + a r sin aj , 
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M + msin 2 a ’ 


+ m 2 sin 2 a + 2Mm sin 2 a. 


a m 和地面的夹角为沒， 


a — a 町 — a sin a- — (M+m)sm a _ h 丄 w 、‘ 

tan 夕 - ^ = —f -:— = - t-z - = 1 + 77 tana, 

a„a a cos a H- a Mcos a V M / 

6 = arctan[ (1 + 爲 ) tan aj. 



a , a 7 , a ™ 三者之间的矢量关系如图 （ d ) 所示. 习® 2 _10图 ( d ) 

211 . 如图 （ a ) 所示，将一质量为 m 的很小的物体放在一绕竖直轴以每秒 n 转的恒定角速 
度转动的漏斗中，漏斗的壁与水平面成0角，设物体和漏斗壁间的静摩擦系数为+物体离开 
转轴的距离为 r , 试问： 使这物体相对于漏斗静止所需要的最大和最小的 n 值是多少？ 

解： （1) 如图 （ b ) 所示，以漏斗为参照系，为一非惯性系.设 m 有下滑趋势，摩擦力沿壁向 
上，惯性力/' = Wr , 沿径向指向外侧, m 所受壁的正压力垂直于壁指向里面，把 m 受力分 
解为水平方向和竖直方向分量，列出平衡方程为 



习题 2-11 图 （ a ) 习题 2-11 图 （ b ) 习题 2-11 图 （ c ) 


Nsin 6 —— /pCOs 6 — mw 2 r = 0, 

① 

f pSin d + Ncos d — mg = Q ， 

② 

f M ^ /zN , a) = 2nn. 

③ 


解之，得 


(2) 当 m 有上滑趋势时，摩擦力指向反方向，如图 （ c ) 所示，列出方程式为 


Nsin 0 f M cos d — : 

mco 2 r = 0, 

④ 

iVcos 0 —— f h sin 6 —— 

mg = 0 t 

⑤ 

/声 < / ■eN , (v = 

2nn. 

⑥ 


I g(sin x/cos 0 ) ~ 

4 兀 2 r(^sin d~h cos d) 
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n = / gisind-tfxcos 0) 

解侍 _ V 47T 2 r( cos 6 — //sin 6 ) * 

2-12. 如图 （ a ) 所示,升降机里的水平桌面上有一质量为 m 的物体 A ， 它通过一根跨过桌 
边定滑轮的细线与另一质量为 2 m 的物体 B 相连，升降机以加速度 a = | 向下加 速运动，设 A 

与桌面间的摩擦系数为 / i , 略去滑轮轴承处的摩擦及绳的质量，且绳不能伸长，求出 A 、 B 两物 
体相对地面的加速度. 


A - 

Cl 


7L 

B 



习题 2-12 阁 （ a ) 


aaN 

L 


A 





mg \ 2 mg 


习题 2-12 图 （ b ) 


解: 以升降机为参照系，分别隔离 A 、 B 两物体，图 （ b ) 为两物体的隔离受力图，其中 /a 
= /$ =2胃分别为 A 、 B 两物体在此非惯性系中所受的惯性力沿桌面和垂直于桌面 
两方向的运动方程分别为 

T — f = T 一 fiN = ma’ ， ① 

N 十 ma - mg = 0. ② 


B 的运动方程为 


2 mg — 了 一 2 ma = 2 ma , , 


③ 


式中 a' 为两物体相对于升降机的加速度的大小.由① 、②、③三式 及《 = f ， 可解得 


a = 6 ^ 

设 A、B 两物相对于地面的加速度分别为 h 和“ 8 ，相对于升降机的加速度分别为 K 和心，由 
相对运动 公式： 

a A = a A -\- a , 
a B = at 十 a . 

由图 （c) 可得 

a A = a 2 - Va ' 2 + a 1 + ("f ) 

=^^13-4^ + ^. 


习题 2-12 图 （ c ) 



a A 的方向与竖直线成 0 角， 
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CL \ / 2 — U \ 

0 = arctan — arctan ^ — J , 

a B — a ' B + a — a +a = ^—^ g , 方向 向下. 

2-13. 质量为 m 的小球与光滑的墙壁相碰，假设球在碰撞前、后的 
速率 u 不变，并且入射角 a 等于反射角/3,试求该球在碰撞中动量的改 
变，并求作用在球上的冲量. 

若 》i = 0. 2 kg, t;=5m.s -1 ，a = j8 = 60 。，结果如何？ ^ 

解：如图所示，已知 a = P, V' = v 2 = V ， 小球碰撞前后在 : y 方向上 
速度分量为以 I, = Ui sin a ― vsin a , v 2 , = v 2 sin ^ = iysin a ， 得 

v if ~ , AP , = mv z , — mviy —0. 

又 = — ucos a , v iic — vcoa p = wcos a . 

水平方向动量改变量为 

APx = m { v 2 义 一 • O ],) = ?? n)(cos a + cos a ) = 2 otvcos a . 

当 a = 60° 时， AP . = 2 X 0. 2 X 5 X cos 60° = 1 kg • m • s 一 1 ， 因为只有在 
变，所以冲量为/ = lx = AP , = 1 kg • m . s -1 ，沿 a : 正向 • 

2-14. 如图所示，一质 M 为 m 的物体与绳连接，起先绳子是松 _ 

弛的，用手托住物体讲，以后手移开， m 在自由下落 s 距离后将细绳 
拉紧，并开始举起系在细绳另一端的一较重的物体 M ， 设绳和滑轮 L 

的质最可略去不计，滑轮轴承处的摩擦力也可忽略，细绳不会伸 
长,求物体 M 能够 t 升多少高度. 

解： w 下落 * •后绳拉紧，这时 w 的速度为^ ■•以后， m 、 

M 受重力和绳的冲力作用，经 以 时间后以相等的速率 V 运动，由 
动量定理，两物体的运动方程分别为 


(T 一 mg )△/ =— mV 一（一 mv ) , 


(T 一 Mg )At = MV — 0. 


由于此时 mg 和 Mg 比冲力 T 小得多，可忽略，方程①、②改为 

TAf = _ mV + mv , 

TC^t — MV . 


由③、④两式消去: T , 得 


V = 


M + m V 


my / 2 gs 
M 十 tw ’ 


M 向上运动. 


以后，绳子的张力变为 7", 列出运动方程为 

Mg — T f = Ma , 



习题 2-13 m 


• r 方向有动量的改 



[M 

II 11f)( 


习题 2-14 图 

① 

② 

③ 

④ 


⑤ 
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解得 


■M — m 
M + m 8 ' 


M 的加速度向下，所以是作减速运动.上升的最大高度为 


h —YL = (m 2 . 2gs)/(M + my = m 1 

U M- m_ JVf -m 2 - 

2 15. 如图所示，黄沙从料斗垂直下落在水平传送带上，传 
送带以速率 1. 5 m • s ' 1 向右运动，如果每秒钟落下黄沙 
20 k K , 试问要维持传送带以恒定速率 p 运动，需要多大的 功率？ 

解： 落下的黄沙在水平方向上的速度由 0— h 传送带作用 

力为 

f = = i ( y 三)- = - u ^ n . 

dt dt dt' 

功率为 N = Ft; = ^ = 1. 5 2 X 20 = 45( W ). 

at 

讨 论：黄 沙每秒能获得 22. 5 J 的动能，还 有一 半功率消耗在克服摩擦上. 

216. 如图 （ a ) 所示,将一根质量为 M 、 长度为 L 的匀质链条用手提着，使其另一端恰好碰 
到桌面，然后突然放手，链条自由下落，假如毎节链环与桌面撞击 B 就静止在桌面上，试问当链 
条的上端下落的距离为/时，链条作用在桌面上的力为多大？ 




o 



习题 2 - 16 图 （ b) 


解： 取如图 （b) 的坐标，任一时刻桌面对链条的冲力都使这时落到桌面上的一小段链条 
dm 的速度由 i—O. 由于链条下落到桌面前的瞬时，每点的速率都相同，都等于链条顶端速度， 
v = s /2^, x 为链条下落的距离.桌面给链条的冲力向上，即沿: c 轴负方向.设链条受的冲力 
为 F, 则 


dP — d7w(0 — v ) __ dm • v 
dt dr dt 


式中 dm = Adz, X = f 为质量线密度，而 盖 = v ， 上式化为 


F =— 入^ • v =— kv 2 =—A • 2 gx 
at 


2 Mgx 

L 
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设，为桌面对链条的作用力， G 为桌面对链条的支承力 ， G =— ,则 


F' = F + G =-^ S ： x . 

由作用力和反作用力大小相等，方向相反，可得桌面所受链条的作用力 R 为 


=— F 7 = 

方向 向下. 当链条下落长度 为/时 ，用 Z 代替; r , 得 

Fl ~L' 


方向为工正向，即向下. 

2-17. 如图 ( a ) 所示，质量为 M , 半径为 R 的四分之一圆弧形滑 
槽原来静止于光滑水平地面上，质量为 m 的小物体由静止开始沿 
滑槽从槽顶滑到 槽底. 求这段时间内滑槽移动的距离 Z . 

解：选地面为参照系，坐标轴如图所示，小物体滑下这段时间 
内，小物体和滑槽组成的体系水平方向不受外力作用，该方向动量 
守恒，以 t / 和 V 分别表示小物体滑下过程中任一时刻小物体相对于 
滑槽的速率和滑槽对地面的速率，则有 



m(vsin0—V) — MV = 0, ① 

式中 x/sin 0是小物体相对于槽的水平方向速度分量， t / sind — V 是其相对地面速度的水平分 
SL 小物体从槽顶滑到下端的时间内，相对于滑槽移动的水平距离为 



t/sin ddt = R, 


② 


滑槽对地移动距离为 



③ 


将①式对时间积分，并利用②、③两式可得 

,_ mR 
= M + m ， 


解 法二： 用质心概念和质心运动定律求解. 

选地面坐标系如图 （ b ) 所示，小物体滑下过程中，小球和滑槽 
体系水平方向不受外力，质点系质心加速度的水平分量为零，又 
因开始时体系静止，质心位罝的水平分量^始终不变. 

设刚开始滑动时小物体和滑槽质心的 x 坐标分别为 Xl 。和 
，小物体滑到槽底时两坐标分别为 T , 和 A ，那么，质点系质心 
的; r 坐标为 



mxi 0 + Mx 20 _ mx, + Mx 
M " + m iVf + m 






设< 槽的质心向左移动的距离为 / 


I =工20 一工2 • 


小物体向右移动的水平距离为 


x\ — xio = R — L 


由上面三式得 / = 

7 W + M 

2 18. 如图 U ) 所示 ，一 半径为 i ? 的光滑球,质量为 M ， 静止放在光滑的水平桌面上，在球 
顶点上有一质量为 m 的质点, m 沿 M 球下滑，开始时速度非常小，可略去不计，求 m 离开 Af 
以前的轨迹. 




习题 2 - 18 图 （a) 


习题 2 - 18 图 （b) 


解： 如图 （ b ) 所示，以大球的球心为非惯性系坐标原点 , m 的运动在此参照系中为 

x — Rsin d , y = Rcos 6, 


+ y' 1 = R 2 


相对静止参照系 zQy 的位置 x 、 y 为 


x = x' + X, 


式中 X 为大球相对于地面的水平位移， m 和大球组成的体系在水平方向不受外力，故水平方 
向动量 守恒： 

mv x H- MV = 0. 


改写为 


I ■ a 

dF + M 17 


积分得 


+ MX = 0, 


②〜④式代入①式，得 


(x-xy+y 2 =R 2 , 


- + ^) +y2 ^ 
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即 ( i +^)' x 2 + y = /? 2 . 

此即小球运动轨迹,这是一个椭圆方程. 

前面的④式也可以用下面方法得 到：当 m 静止在大球顶上时，两球在方向上的质心 
重合. 


x e = 0. 

m 滑动以后，水平方向+受力,且开始时静止，质心 A 应静止不动. 


mx 十 MX 
M -\-m 


= x t = 0 ，亦得 mr + MX = 0. 


以下步骤同前. 

219. 一炮弹从炮口以 400 m • 的速度与水平方向成60°夹角射出，在达到最高点时炸 
成相等质量的两块,其中一块的速率为零，因而垂直下落，试问另一块在水平方向前进多少距 
离后着地？（假设空气阻力以及炮 n 的高度都可忽略不计 .） 

解： 设炮弹质量为 m ， m 飞出时，在水平和竖直方向 
速度分量为 

v x = ;ycos 60°, v y = t;sin 60°. 

7«达最高点时所花时间为 

g 

这时只有水平方向速度％, m 分成两块后，一块速度为零，另 一块水 平方向速度为 <，在水平 
方向体系不受外力作用，动量守恒： 


m 



习题 2-19 图 


mvj = , v x = 2 v x = 2 vcOvS 60。 = x ；. 

这块碎片落地所花时间与上升到此髙度所花时间相等，故落地水平距离为 




a 60° f - 2 f X4QQ： 

g g 9.8 


=1. 41 X lO ^ m ). 


2-20. 假设在氢原子中，电子在半径约为 5. 3 X 10-" m 的圆周上绕氢核作匀速转动，已知 
电子的角动最为 h/2n(h 为普朗克常数，等于 6. 63 X 10- 3< J • s ) ，质讀为 9. 11 X 10" 31 kg , 试求 
其角速度. 

解： 角动置 L = r X mv , 因电子作圆周运动， r 与 t ; 垂直，化为标量 


ur 


角速度为^ 


L 一 h /2 n = 6. 63 X 10 34 /(2 X 3. 14) 

~ mr 2 _ 9. 11 X 10 -S1 X (5. 3 X 10 " 11 ) 2 


4. 13 X 10 l6 (rad - s - '). 


2-21. -个形状为实圆柱体的飞轮，半径 r 为 0.5 m , 质置为 1 200 kg , 以150 rad • s — 
的角速率在轴承上自由转动（轴承的摩擦力可略去不计），在制动过程中，用制动片压住飞轮边 
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缘使它因摩擦而停止转动，设制动片的压力为392 N , 制动片和飞轮间的摩擦系数#为 0. 4,并 
假设摩擦系数与两表面的相对速率无关. 

(1) 求从开始制动时起飞轮转过多少角度后停止转动？ 

(2) 飞轮达到静 lh 需要多少时间？ 

解： （1) 如图所示，正压力和制动片垂直，摩擦力沿着制动片的 
切向，/, = fiN , 由转动定理及力矩的 定义： 

pH . 

飞轮在制动力作用下作匀减速转动，因此角速度 a , 2 = 2卵， 

n — Cl ； 2 — Icu 2 

2p~ 2r"N’ 

圆柱体的转动惯量为 / = fmr 2 , 代入上 式得： 



士 -V 

2 r"N 


mrg > 2 

VV 


1 200 X 0. 5 X 150 2 
4 X 0.4 X 392 


= 21 524( rad ). 


= f = 


mriu 

2juN 


1 200 X 0. 5 X 150 
2 X 0. 4 X 392 


… 287( s ). 


2-22. —个质 SM 为 2.0 kg , 半径为 4.0 cm 的实圆盘只能绕其自身 
的轴转动，该轴是光滑的，并水平地搁置着.有一根不会伸长的轻绳缠绕在 
它上面，绳的一端固定在岡盘上，另一端自由下垂并挂有一质量 m 为 0. 15 
kg 的物体，如图所示 ，求： 

(1) 下垂物体的加 速度； 

(2) 圆盘的角加 速度； 

(3) 绳子的 张力； 


(4) 支持圆盘的轴所需的竖直向上的力. 


解： （1) 对 m 和圆盘列出运动方程，分别为 



习题 2-22 图 


mg — T = ma , ① 

TR = //3 = i-MR 2 X |- = ~-MaR , 

即 ② 

②式代入①式，得 a = — ^—g = 0. 15 气 9 - 8 = 1.28(m . fT 2 ). 

m+^-M 0. 15 + --X2 

L Li 

(2) /3= I - = = 32( ra d • s- 2 ). 

(3) T= = jX 2X 1.28 = 1. 28(N). 

(4) F = Mg + T = 2 X 9. 8 + 1. 28 = 20. 9(N). 
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2-23. 如图所示，一根质量为 m , 长度为 Z 的均匀细杆,其一端 B 水平地搁在桌子边沿上, 
另一端 A 用手托住，问在突然撤手的瞬时， 

0) 绕 B 点的力矩是多少？ 

(2) 绕 B 点的角加速度是多少？ 

(3) 杆的质心的铅直加速度是多少？ B A 

(4) 作用在 B 点的铅直力是多少？ .. \ 

解： （1) 桌面上的支承力 f 通过 B 点，无力矩，手撤去时，只有 mg 

杆的重力对 B 点的力矩， 

M = r X mg. 习题 2-23 图 


式中 r 为 B 点到杆的质心的位矢 ， r = 上式化为标 M 式， M = \ mgl , 力矩垂直于纸面 

向里. 

(2) 由转动定律得 



= lf- 


Q I 一 3g l 3 

^)a c -p.- = f r - = T g. 

3 y 

(4) 由 mg _ F = ma c — , 得 


F 


- mg . 


2-24. 利用角动量守恒定律证明有关行星运动的开普勒第二 
定律: 行星相对于太阳的矢径在单位时间内扫过的面积（面积速度） 
是常 ft . 

解： 如图所示,行星在太阳引力作用下沿椭圆形轨道运动，在 
时间间隔以内，行星矢径扫过的面积为 AS , At 很小时， AS 可近似 

认为等于图中三角形的面积，即 AS = +| rXAr | ,面积速度为 



dS 

~di 




lim 


IrX Ar| = 1 
At 2 


X 



• X v I 


2 m 


I rX mv \ 


L _ 

2m' 


由于行星只受通过中心的万有引力作用，对中心无力矩，角动量守恒，即 L = 恒量，所以面积 
速度 g =恒量. 

2-25. 质量为 m, 线长为 Z 的单摆，可绕点 O 在竖直平面内摆动.如图所示,初始时刻摆线 
被拉至水平，然后自由放下，试求： 

(1) 摆线与水平线成0角时摆球所受到的对点 O 的力矩及摆球的角动 M ; 
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(2) 摆球到达点 B 时角速度的大小. 

解： （1) 摆球受力如图所示，张力对0点的力矩为零，仅重力 mg 
对点 O 产生 力矩： 

M = mgl cos 6. ① 

重力矩 Af 的方向垂直于纸面向里,大小随0角而变，由角动 M 定理得 

孕= mgl cos 汐， ② 

习题 2-25 图 

dL _ dL de _ dL 
dt dd dt dd 

又由于任一瞬时角动量 L = ，故 ^ ^ 代入②式,整理得 

LdL = m z gl 3 cos Odd . 

两边积分 [LdL = f m 2 gl 3 cos 0 d 0, 

Jo Jo 

得摆球角动量为 

L = ^/2m 2 gl 3 sin d. ③ 

(2) 当摆球到达点 B 时， (9= 代入③式得 



L = y/2m z gl 3 = 

角速度为 

W = mT i = V¥- 


解法二： 

(1) M = 1/3, 由①式可得 



^ M _ rngl cos 0 _ 
尽 I ml 2 

-|-cos 0. 

④ 

而 

a= dw = dw . d0 = 
P dt dd dt 

codco 

~dd f 


化为 


cos Odd , 


得 

CO ^J^-sindy 


⑤ 


(2)0= I ■代入⑤式，得 


⑥ 
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(1) 在顶点 A 处质点速率取何值才能使棒对它的作用力为零？ 

(2) 已知 m = 0. 5 kg , / = 0. 5 m , 质点以匀速率 ^ = 0. 4 m • s _1 
运动，求它在 B 点时棒对它的切向作用力和法向作用力. 

解 ： （1) 在顶点 A 处，棒对质点的作用力了分解为切向7\和法 
向则 


T „ + mg = 7 W y , 

① 

Tr = m d 7- 

② 



由已知条件 T r = T , = 0, ③ 

由①式即可解得 



(2) 因质点为勻速率运动，得在 B 点 


N t — mg = 

di / A 

m di = 0 ' 

④ 

N „ = 

v 2 

m 丁. 

⑤ 


所以由④式和⑤式可得棒对质点的切向和法向作 用力: 


mg = 0.5 X 9. 8 = 4. 9( N ), 
0. 4 2 


0. 5 X 


0 . : 


0. 16( N ). 


’ 2-28. 已知地球半径为/?,自转角速度为在北极处的重力加速度为 g 。 ，试求重力加速 
度 g 随纬度 P 变化的近似规律. 

解： 如图所示，在地球纬度$处，物体所受地球引力 F 指向地心 
o. 以地球为参照系，地球以角速度^；转动，物体受惯性离心力厂= 
rmj 2 rr ° 作用， r 是物体圆周轨道的 半径： 

r — Rcos < p . 

r a 是沿着物体运动的圆周半径 r 指向外侧的单位矢量，与地球的轴 
线垂直.物体的重力 i % 就是厂和 F 的 合力： 

P ， = F + f . 

应用余弦 定理： 

Pi = F ! +/* l -2F/- cosy. 



/% = F 小十 ( ， 9') J -2(^-)cos 9 )• 

先估计 *9 的大小，已知北极处的重力加速度为办，也即办为不受地球转动影响的重力加速 
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度，则 F = wg 。 ， 




其中 


2 k 


60 X 60 X 24 


ma) 2 R cos <p _ Rw 2 cos <p 

饥 go go 

6. 4 X 10 6 X (0. 73 X 10 " 4 ) 2 o r w -,^-3 

- g - —cos 9 ? = 3. 5 X 10 cos 

= 0. 73 X 10- 4 s- 1 , 可见广 /F 很小，可略去(尸 / F) 2 项.于是， 




f ， 

2 p-cos <p. 


应用二项式 定理: 


即 

得 


々 F(1 — cos < p ^ — F — f cos 


mg = mg 0 — mRoj 2 cos 2 93 , 
g = go — Ra ) Z cos 2 < p . 


g 即为物体在纬度 p 处的重力加速度. 

*2-29. 在一体积为 V ,质量为 M 的铁盒中置有一阿特伍德机， 
已知两物体的质量分别是％和，现将铁盒放入密度为 p 的液体 
中，试求铁盒在下沉过程中的加速度.已知铁盒下沉时受到的阻力/ 
=- kV t k 为常数.（如图 (a) 所示） 

解： 设盒有向下的加速度 a ， 将盒隔离，盒受液体浮力 / ff ，阻力 
/,盒的重力 Mg 和滑轮对盒的向下的作用力 2T 的作用，如图 （ b ) 所 
示，运动方程为 



e: 


习题 2-29 图 （ a ) 


Mg + 2T — kV — pVg = Ma f ① 


盒内阿特伍德机的运动可以盒为参照系讨论.设物体相对盒运动的加速 


度是^，则和 m 2 除受重力和绳的张力: T 外，还受惯性力作用，对％ 
和 m 2 ，惯性力分别为 Wm 2 a , 向上，如图 （ c ) 所示，列出运动 方程： 


m \ g — T 一 m\a = m\a , 

② 

T -h m 2 a - m 2 g = m 2 a • 

③ 


4 1 


a 


f=-kV 


习题 2-29 图 （ b ) 


由②、③两式可解得 


代入①式，即可得 



T = 


mi — m 2 
m ! + m2 

2 m \ rtij 
772 1 + m 2 


ig ~ ci ), 
(g — a ). 


mia 


0 




T 


m 2 g 

习题 2-29 图 （ c) 


a = 一 (mi ~\~ m 2 ){ k -\- pg)V 

M(m\ + 饥 2 ) + 4mj m 2 
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•2 30. 在光滑的平面上，质量为 m 的质点以角速度《«沿半径 
为的圆周作匀速运动，以圆心 O 为坐标原点 ，作； c 轴，质点的位矢 

与 z 轴的夹角为如图所示.质点运动过程中0从0变到 | ■，求此过 

程中合力对质点的 冲量. 

解 法一： 质点作匀速圆周运动的向心力即为其所受的 合力： 

F =— ma ) 2 R f R = Rcos Oi -hi?sin dj , 



根据定义 J 从 0 变到 f 的过程中，合力的冲置为 


. Fdt = \l 


( — ntco 2 R) 


(cos di + sin Oj ) dt . 


由 cW = adr 得 cU = d^/o), 代入上式，得 


rf 


(一 mwR ) (cos di + sin 6 j )dd = (— mwR ) (sin di — cos 6 j ) 


= (— mcuR ) (ij ). 


其大小为 

I f I = mcoR \/l 2 + l 2 = ^/2 nuoR . 
计及 L 与 L 均为负，可得 J 和: T 轴的夹角为 


a = arctan 



arctanl = T- 


解 法二： 按动量定理求合力的冲量，即得 

I = »!(»!•- t>0 ) = m (— vi — vj ) =— mwR (» +y ). 

• 2-31. 光滑钢丝弯成一定形状，如图所示，钢丝以匀角速度 a; 绕 
: y 轴旋转，在钢丝上套一小环可在任何位置上相对钢丝静止，求钢丝弯 
成的曲线的方程. 

解： 若能知道曲线上任一点的切线方向，也就可以知道曲线的形 
状.设钢丝上某点的切线与: c 轴的夹角为 t 以钢丝为参照系，小环受 
三个力 ：重力 mg; 钢丝对小环的支持力 N, 与钢丝的切线 垂直; 惯性力 
/• = nuo ^ x , 垂直于: y 轴指向外侧.若小环静止，则在切线方向上合力 
必为零，所以有 

mg sin 6 - ma ) 2 xcos 6, 


得 

tan 6 = 

① 

g 


又因为 

tan 卜砮， 

② 



①式代 入②式 ，分离变量并两边积分, 
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得 



即钢丝弯成抛物线状. 

* 2-32. 质量分别为 m , 和饥 2 的两个小球，分别系于一根细绳中的一点和 
一端，如图所示,细绳的另一端悬挂于固定点0,已知上、下两段绳的长度分别为 
和 开始时，两球静止，细绳处于竖直位置，现给小球 m , —打击，使它突然在 
水平方向获得一速度，试求小球 m , 获得速度前后的瞬时，上、下两段绳子张力的 
改变量的比值•设小球获得速度后的瞬时，绳仍处于竖直位置. 

解： 在小球获得速度前，上、下两段绳的张力分别为 

T a0 = (mi +m 2 )g, ① 

Tm = m 2 g. ② 



// 

f/J/ 

一 


o 




i 

■ 

> mi 


习题 2-32 图 


设小球获得速度为 h 则小球％在获得速度后瞬时的运动状态 是：以 O 为圆心 , a 为半径，速 
率为 W 的圆周运动，设该时刻上、下两段绳的张力分别为7；和：^，则有 


T . — T * — m 1 ^= m 1 



③ 


^2只受乃和 m 2 g 作用，其相对地面的加速度 <1 = 0 ' + 0 。， (1 '为相对于 mi 的加速度，在静 
止的参照系中 ， w 2 的速度为幻， 


~b 


a 。 为牵连加速度 



T b 一 m2g = w 2 a=m 2 


(f + 苦 ). 


④ 


④式代入③式得 


T„ = (m, +m 2 )g+m, ~ + m 2 ) » 


'v 2 , v z 


⑤ 


由此可得 

AT „ — T a — TuO _ . I b 

△7~6 T\ — Tj 0 m2 a b' 

•2-33. 一均质球以初角 速度⑽ 绕通过球心 O 的铅垂轴转动，如图 U ) 所示，用制动杆 
AB 制动此球.已知球的质量为半径为 R,B 处的滑动摩擦系数为^ ，() ii 与水平方向夹角为 
A 点的作用力为如支点 C 摩擦力不计,求制动所需的时间. 

解： 制动杆对球有摩擦力作用和正压力作用，研究正压力的作用可以 AB 杆为研究对象， 
如图 （ b ) 所示，在竖直平面内，杆受到球的正压力 N ( B 点）和 A 点的作用力 P , 此两力对支点 C 
的合力矩应为 0. 




习题 2-33 图 （ a) 习题 2-33 图 （ b) 



_ 2 mRa>o tan <p 

1 = 5〆 . 

• 2 34. 如图所示，长为 / 的均匀细杆水平地放置在桌面上, 
质心离桌边缘的距离为6,从静止下落，已知杆与桌边缘之间的摩 
擦系数为试求杆开始滑动时的角度 ft . 

解： 杆受重力 mg , 桌面的支持力 N 和摩擦力/作用，当杆无 
滑动时，细杆绕桌边 A 轴转动，由转动定理得 


习题 2-34 图 



mgb cos Q = (/ c 4- mb z ) p . 


① 
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I , = Y z ml \ 质心 C 作圆周运动，由质心运动定理 



/—— mg sin 0 = mcu 2 b . 

② 


mg cos d — N = m — mbp . 

③ 

由①式得 

卜 dt ~ i t +^ mgcos9 ' 


因 = dco m de ^ dco 

四 dt dd dt 

代入上式，分离变量并 积分： 



\^-\ oIc+mb ^ cosdd ^ 


得 



代入②式,整理得 

f - m gSl ne ( l + I+mb2 ). 

④ 

棒开始滑动的临界条件为 

/ =^ N . 

⑤ 

由①式和③式得 

N ~ L + ^ mgcose - 

⑥ 

④式和⑥式代入⑤式，可得开始滑动的临界角 ft 



ft - arC «; 662 ). 


四、思考题解答 


2 1. 如图所示，用两根长度为 L 的轻绳将重物 W 吊起，试问你能否将绳子拉成水平，为 
什么？ 

答： 不可能将绳子拉成水平，因为竖直方向必有力的平衡，即绳应提供向上的分力与重物 
平衡，故绳不可能拉成水平. 

2 -2. “物体所受摩擦力的方向总是和它的运动方向相反”，这种说法是否正确？ 

答： 这种说法不正确.例如，有两块木块叠放在一起，如图所示，当用外力 F 向右拉下面的 
木板 M 时，由于上面的小木板和下面的大木板之间有摩擦力作用，摩擦力/拉着 m 也向右运 
动,/的方向与 m 运动的方向 一致. 应该说，摩擦力的方向总是阻止两物体的相对 滑动. 
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思考题 2-3 图 

2-3. 在一与水平面成 0 角的光滑斜面上放置一质量为; n 的物体 A , 有一水平力 F 作用于 
物体 A 上，求物体 A 对斜面作用力的大小和方向. 

答： m 在垂直于斜面的方向上没有运动，把 m 所受的作用力分解为斜面方向和垂直于斜 
面方向，则有 




m 

— -/ 

M 


思考题 2-1 图 思考题 2-2 图 


N = mg cos a + Fsin a . 


斜面受到物体 A 的作用力大小即为 N ,方向为垂直于斜面向下. 

2-4. 在加速运动着的升降机中，用天平和用弹簧秤称同一物体的重量是否相等？为 
什么？ 


答：天平测量的是质量，与参照系无关.弹簧秤称的是弹簧的弹性力，应为地球引力（真正 
的重力）与惯性力之和.因而二者并不 一致. 

2-5. 试判断下列说法是否正确？ 


( 1 ) 如果物体具有很大的速度，则其所受的合外力一定很大. 

( 2 ) 如果物体同时受到几个力的作用，它的速度一定要发生变化. 

(3) 物体所受合外力的方向与其运动方向相同. 

答 ： （ 1 ) 不正确.合外力大，则物体的加速度大，与速度无关. 

( 2 ) 不正确•若物体同时受到的几个力的合力为零，则无加速度，速度也就不会发生变化. 

(3) 不正确 • 物体所受合外力的方向可与其运动方向相反，这种情況下物体作减速运动， 
合外力的方向也可与运动方向成任意角度•如抛体受重力作用，而其速度方向时刻在变. 

2 6 . 人拉车，车也拉人，根据牛顿第三定律，两者的相互作用力大小相等，方向相反，为什 
么车能被人拉走而人不被车拉走？ 


答： 车和人是否移动决定于和地面间的摩擦力/与拉力了之间的比较，如 r >/ 则会被 
拉走. 由于人与车受到的地面摩擦力不同，故通常车被人拉走. 


2-7. 如图所示，用一根轻绳将质量为 m 的小球悬挂起来，并使小 
球以匀速率 k 沿一水平圆周运动，这时绳与竖直方向的夹角 6 不变，有 
人求竖直方向的合力，得到 

Tcos 6 ― mg = 0 . 

另有人沿绳子拉力 r 的方向求合力，得到 

T 一 mg cos d = 0. 

显然，两者不能同时成立.试问哪个式子是错误的，为什么？ 



答： 后一式了一 mg CO M = 0 是错的.当小球在水平面内作圆周运动时，有指向圆心的法向 
加速度〜，其在绳子方向的分置为 a,sin 0 ，所以应有 T — mgcos 9= ma „ sind , 其中= ^，而 

在竖直方向，〜的分量为零,故应有 Tcos 9 -mg = 0 . 

2 -8. 下述情况是否可能，试说 明之： 
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( 1 ) 一个物体具有能量而无动量. 

( 2 ) 两个质量相同的物体具有相同的动能，但动量不同. 

(3) 两个质量相同的物体的动置相同，而动能不同. 

答： （ 1 ) 可能.物体具有的能量只有势能，没有动能时，就没有动量. 

( 2 ) 可能•两个相同质量的物体具有相同的动能,说明两者的速率相同，但方向可以不同， 
因而动 量:就 不同. 

(3) 不可能.两个质量相同的物体的动量相同，则速度相同，故动能一定相同. 

2-9. 一个物体的动量与参考系的选择有关吗？力的冲置与参考系的选择有关吗？在不 
同的惯性参考系中，动量定理是否都成立？为什么？ 

答： 由于物体的速度与参考系的选择有关，因此动量也与参考系的选择有关.在牛顿力学 
范围中，力和时间都与参考系的选择无关，故力的冲 M 与参考系的选择无关.在不同的惯性系 
中，动量定理都成立，因为力的 冲置等 于动量的增量，动 M 的增量在不同惯性系中是相同的.例 
如在地面参照系 S 中， A(mv ) = mvz — mv , ,在相对地面作匀速运动（速度为 《) 的参考系 S ' 
中，动量的增量为 A(mv )' — m ( v2 — u ) — m ( v t — u ) = mv 2 — mv x ，在 S 和 S ' 系中两者相同. 

210 . 如图示，用一根线 c 将质量为 m 的物体悬挂起來，再用另一根相同 
的线 d 系在这物体的下面，试解释如下 事实： 如果突然用力向下拉 U 就断； 

如果慢慢向下拉就断. 

答••力的传递需要时间.如果突然用力拉 A 由于作用力很大而作用时间 
很短，力来不及传到物体上面，故 d 先断.若慢慢向下拉心则有足够的时间传 
递力，下面受到的力为 F , 而上面的 c 处受到的力为 F + mg ,故 c 先断. 

2 -11. 质心与几何中心这两个概念有无关系？在什么情况下两者重合？ 

什么情况下不重合？试举例说明. 思考题 2 - loS j 

答:质心是质 M 的中心，与质量的分布有关，几何中心与物体形状有关，两 
者不同.对形状规则的物体，当物体的密度处处相同时，质心与几何中心重合.当物体密度不均 
匀时，两者不同.例如一根尺，若密度处处相同，质心和几何屮心都在 1 / 2 长度处，若尺的一半 
用木头、一半用铁制成，则几何中心仍在 1 / 2 长度处，而质心则在铁制的这一半. 

2 12 . 判断下述各过程中体系的动 M 是否守恒？ 

( 1 ) —细绳的一端固定，另一端系着一质量为 m 的小球，小球在光滑的水平面上作匀速圆 
周运动，把绳和小球作为一个体系. 

( 2 ) 一小球 与光滑的墙壁相碰后，以同样的速率被弹回来，以小球为体系. 

(3) 两个球在桌上相碰，以两小球作为一个体系，小球和桌面间无摩擦力. 

答：（ 1 )体系动量不守恒，小球作匀速圆周运动时速度方向不断改变，绳受到固定端作 
用力. 

( 2 ) 小球被弹回，改变了运动方向，动量发生了变化，动量不守恒，因为它受到墙的作 
用力. 

(3) 两个小球相碰，不受外力作用，体系动量守恒. 

2-13. 一质 M 为 rn 的人站在质董为 M 的小车上，开始时，人和小车一起以速度沿着光 
滑的水平轨道运动，然后人在车上以相对于车的速度《跑动，这时车的速度变为有人根据 
水平方向动量守恒，得到 

(1) Mv =mu ； 
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(2) Mv =Mv f -\~mu ; 

(3) ( M + m)tr = Mt /+ m ( w 十 tr ); 

(4) = Mt /+ m ( u + ■?/)• 

试判断哪个式子是对的，或者全不对？ 

答：由 人和车组成的体系开始时的 动置为 ( Af + m ) D ，人相对于车以速度 w 跑动的同时，车 
速为《'，而《是相对于》'而言的，所以总动量为 Mi / + m («+ t /),(4) 式对. 

2-14. 讨论一个质点或物体在外力作用下的 运动： 

( 1 ) 如果它所受的合外力为零时，合外力矩是否一定为零？ 

( 2 ) 如果它所受的合外力矩为零时，合外力是否一定为零？ 

答：（ 1 )如果质点所受的合外力为零，则对任一固定点的合外力矩一定是零.如果有限大 
小的物体所受外力的矢量和为零，则应看力的作用点 是否同一点， 或力的作用线是否交于同一 
点，即是否为共点力，若为共点力，则合外力矩为零,若不是共点力，可以有力矩，如一对力偶产 
生力偶矩. 



(a) 力偶矩 （ b) 合力矩为零 

思考题 2-14 


(2) 若质点所受的合外力矩为零，则合外力一定是零，而有限大小的物体所受合外力矩为 
零时，合外力不一定为零，例如用一根绳绕过一圆柱体，两端都用同方向同大小的力拉圆柱向 
前，则合力矩为零而合力为此二力之和. 

2-15. 我们已学过许多物理量都是矢量，如位置矢 ft、 位移矢量、速度、加速度、力、动量、 
力矩、角位移、角速度、角加速度、角动量等，哪些矢*的定义与参考点(原点）的选择有关，哪些 
与参考点的选择无关？ 

答：与 参考点有关的矢量为 ：位矢 、力矩、角位移、角速度、角加速度、角动 M , 其余为与参考 
点无关的量. 

2-16. 试 证明： 

( 1 ) 如果一个质点系的总动 tt 为零，则此体系对于任意参考点的角动置都相同. 

( 2 ) 如果一个质点系所受的外力的矢量和为零，则该体系所受的合外力矩对于所有参考 
点都相同. 

答：⑴已知： = 0, 则有质心的动量 i»,. = Mv, = 0, M = 'yim,. 

i i 

L = ^(r, X m,v t ) = ^][(r c -h r k ) X ] 

=r, X 2 (m.Vi ) + ^] (r* X m x Vi) = ^(r K X m,Vi) 

i i i 

= 2 [r k X m i {v c - i rv K )] = 2] (G X miV k ). 

i i 
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式中* V 、 认分别为质心位矢和速度， /V、 tv 分别为质点相对于质心的位矢和速度，最后的结果 
表明，此体系总动量为零时，对于任意参考点的角动量都可写成相对于质心的角动量之总和， 
而此值与参考点无关. 

(2) 已知= 0,则 

M X F.) = ^][(r c +ri) X F,] 

i i 

=X) ( r r X F,) + 2 x ) = r c X (/V X F,) 

i *' i . 

= 2 X F t ). 

此结果表明当质点系所受外力的矢量和为零时，体系所受合外力矩等于以质心为参考点的合 
外力矩，与参考点的位置无关. 

2-17. 在计算物体的转动惯量时，可否将物体的质量看作集中在其质心处？ 

答 :物体 的转动惯量和质量分布有关，故不能把物体的质量看作集中在其质心处.如对于 
过质心的转轴及其平行轴，有 


I = I e +Md 2 , 

此即平行轴定理.上式中是物体对通过质心的轴的转动惯量, Md 2 是将物体质置看作集中 
在其质心处时对平行轴的转动惯量，物体对平行轴的转动惯 M 为两者之和.由于 L # 0,故计 
算转动惯量时不能将物体看作是质量集中于质心的一个质点. 

2-18. 将一根直尺竖立在光滑的冰面上，如果它倒下来的话，其质心将经过怎样一条 
轨迹. 

答：由 于水平方向不受外力，故其质心在水平方向应保持不变，质心将竖直向下运动. 
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一、内容提要 


1. 功和 功率： 

(1) 力的功和功率分别为 W = | F - dr , P = F - v . 
力矩的功和功率（在绕固定轴转动的情况下）分别为 

W -- jMdp , P = Mu ,. 


2 . 保守力的功的 特点： • dr = 0. 

3. 几种保守力的功及相应的势能 函数： 

(1) 弹性力 

W = | 8 (― fez:)dx = — yfcc|. 

E p = (以处于自然长度的弹簧的端点为势能零点). 

(2) 重力 

W — B (- mg)dy = mg ( y A — 

E p = mgy (以地面为势能零 点）. 

(3) 万有引力 


w = G ，) dr = — ( 乏 - 士 ) ， 

E p =- G ^ (以相距无穷远为势能零 点). 
r 

4. 动能 定理： 

(1) 质点的动能定理 w = Y mr,1 " Y mv °- 

(2) 刚体绕固定轴转动的动能定理 W = jIoj 2 - j-Icol 

5. (1) 功能 原理： + W « - E - Eo . 

(2) 机械能守恒定律= 0,则£： = E 0 . 

6. 参照系的 影响： 

(1) ■-对内力做功之和与参照系 无关. 
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②式代入④式，得 


AE* = 2n fr. ⑤ 

上式并非表示摩擦阻力导致动能增加，只是表明动能增加的数量与摩擦力数值的关系，动能增 
加的原因是引力做功.事实上，如设卫星每转一圈的时间为 △£, 则 


结合④式，得 


vAt = 2nr 9 


Av 

~Ki 


2nrf 

v • 


2nrf 

2nr 


o 


由上式可知，卫星速率的增加与它所受的阻力的大小成正比.阻力把卫星轨道从圆变成朝里的 
螺线，阻力成为中介物，使引力对卫星做正功，此功的一半用来增加卫星的动能，另一半用来克 
服摩擦阻力做功.因此，卫星在阻力作用下势能减少而动能增加. 

例 3-3 如图 （ a ) 所示，长为 L 的细杆顶端固定一小重球，竖直倒置 
在粗糙的水平地面上，小球处于不稳定的平衡状态，稍有扰动，小球将 
从静止开始向下跌落，假设细杆很轻，其质量可略，试求小球碰地时速 
度的水平分最和竖直分 

解： 因地面粗糙,小球下跌过程的最初阶段可认为细杆下端 O 点 
与地面间无相对滑动，小球沿着以 O 为圆心, L 为半径的圆周下落，其 
向心力由小球的重力和细杆对小球的支持力 N 沿细杆的分量提供 , N 
的大小随小球的位置变化.当 N =0 时，细杆下端将脱离地面，设此时 
小球的速度为*。，小球脱离地面约束后，以 t ；。 为初速作抛体 运动. 设小球质量为 m , 当小球受地 
面约束作圆周运动时，其位置用细杆与竖直方向： y 轴的夹角0表示，如图 （ b ) 所示.设当 
& = ft ，小球速率!/ = %时细杆脱离地面 ， N = 0, 此时小球的法向加速度 a , =4/ L , 这就是 
重力加速度沿细杆方向的分世，即 

gcos&o = vl/L. ① 

取小球、细杆与地球为体系，在小球作圆周运动时，0点处细杆端点 
无位移，摩擦力不做功，体系机械能守恒，因此有 


777777777777777777 

0 

例 3-3 图 （ a ) 


r 

由①式和②两式，解得 


mgL ( 1 — cos 6 o ). 


② 



例 3-3 图 （ b ) 


COS do 


2 

T’ 


Vo- 


: 


小球脱离地面约束后。的工分量为 


Vox = Vo COS do . T' 
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设小球碰地时的速度为巧，由机械能守恒定律，取小球从静止幵始运动为初态，碰地时为终 
态，则有 

mgL = +卿 f , 

得 Vi = V 2 gL , 

小球作抛体运动过程中，速度的水平分量不变， 


% 


Vox 



碰地时速度的竖直分量为 


v y = 一以 — ^ — ^gL 成 . 


例 3-4 将一根长为 Z 的带子紧紧地盘成一个圆饼状（见图）， 
带的一端固定在斜面的上端，斜面与水平面成0角，带子在重力作 
用下可沿斜面完全 展开. 试证明带子完全展开所需的时间为 f = 

并讨论这一结论的合理性. 

解： 设在某时刻带子未展开部分的质量为 M , 这部分带子受 
三个力作用：重力 JVfg , 斜面对它的支承力 N ， 已展开的带子对它的 
拉力 r . 对未展开部分，应用转动定律及质心运动定律，得 



TR = U , 

Mg sin d — T — Ma,. 


① 

② 


式中 R 为未展开部分的半径，/?、 t 分别为其转动角加速度和转动惯 M , L = - MR 2 , a c 为质 


心沿斜面下滑的线加速度.由于卷曲部分与斜面接触处无滑动，且带子很薄，可以认为0= | 
的关系仍然成立.将此关系代入①和②两式,可解得 


a e 


Mg sin Q 
M + I c /R 2 


-T-gsin d. 


由此可见，未展开部分的下滑加速度与质量无关，是一个匀加速运动，因此可用下式求出带子 
全部展开所需的时间 r : 


ra e t l , 


得 i 

讨论: 本题的答案是否可靠，关键在于未展开部分变得很细的时候,带子的厚度不得不子 
考虑，这时未展开部分是一个螺旋盘状物，而不是 圆盘; 质量中心的位置、边缘的线速度等皆有 
所变化，因而前面的一些公式不再严格成立.但由于越到后面,展开所费的时间越少，换言之， 


3/ 


1 g sin 6' 
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这一不严格性所涉及的时间仅占总展开时间的一小部分，答案的误差不大. 

例 3- S 如图所示,三块质 M 都是 m 的小滑块，放在光滑 
的水平桌面上，沿一直线排列；另一质量为 m '( m'>m ) 的滑 
块以速度对准射向小滑块，并发生碰撞，假定所有的碰撞都 
是完全弹性的正碰，求各滑块的最终速度. 

解： 虽然小滑块挨紧排列，但实际上各小滑块之间总有一微小的缝隙.当'与3号小滑 
块发生碰撞时，由此两滑块组成的体系的动量守恒，机械能也守恒.设碰后和3号小滑块的 
速度各为4和功，由动景守恒定律和机械能守恒定律可得 

mv = mv\-¥ mv\ , Q 

\ mv2 = \ mv ^ + j 腳?. ② 

由①和②两式可得 

/ m — m ^ 

〜 = ③ 



例 3-5 图 



即发生第一次碰撞后，? w ' 以 v [< iv \ 的速度继续前进,3号小滑块以 V !的速度向 I 方向运动，这 
时3号小滑块又与2号小滑块发生完全弹性碰撞，结果3号滑块静止，2号滑块以 q 前进，并 
与1号滑块 碰撞. 结果2号滑块静止，1号滑块 以〃， 前进. 

当3号滑块静止后，大滑块与之发生第二次碰掩，碰撞后大、小滑块的速度分别为 




接着3号滑块又与2号滑块碰撞，最后2 导 滑块以 速度％ 前进，因 v 2 < v '， 所以2号滑块不 
再与1号滑块发生碰撞,3号滑块静止，于是大滑块又与3号滑块发生第三次碰揸,碰撞后，大 
滑块和3号滑块的速度分别为 




由于 Vi < v 2 , 3 号滑块不再与2号滑块发生碰撞，各滑块的最终速度 v \ < Vi < v 2 < v ^. 

W 论：（1)若有 N 个相同质的小滑块沿 Or 轴排成一直线，当大滑块 的质量 > m 时, 
经过一系列碰撞后，各滑块的速度分别为 


卜, 

\m I 
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定律： 

+m z )v 2 + yfcco = \ kx2 + (^i + 讲 z)g(x 。 +x). ② 

m 的平衡位罝（一 A ) 满足上式： 

kx 0 = m 2 g, 

即 x 0 = ③ 

当 m , 和％ —起反弹达最高点时，为了将叫刚好拉离地面，要求 

m^g = kx , 

即 X = ④ 

k 

由①〜④式联立求解，得 

, (twi 4 - m 2 )(m 2 4 - m z )(2m ] 十 tw 2 + m 3 ) 
h = -- 艮， 


三、习题解答 


31. 如图所示，一人用力将60 kg 的物体以恒定速率水平地沿地面向前移动了 60 m , 力 
的方向向下，与水平面成45°角，设物体与地面的摩擦系数^为 0. 20,问：（1)人对物体做了多 
少功？ （2) 摩擦力做了多少功？ 

解： （1) 物体以恒定速度运动，则物体在水平方向所受合力为零， 
m 所受各力如图所示，设人施于物体的力为 F . 

物体所受的垂直方向和水平方向的力分别平衡，即 


解上面三式，得 


人对物体做功为 


N = F sin 45。+ mg , 
f = Fcos 45。及 / = fiN . 

Fcos 45° 



1 - 


- mg . 


W, 


F . S = Fcos 45° • S 


-mg • S 


= 0.20X^0X9^8 X 60 = 8 . 82 x 10 3 (J) . 

(2) 摩擦力做功为 

W , = / • S =— Fcos 45。 • S =— 8. 82 X 10 3 ( J ). 


3-2.— 质量为 1 kg 的物体，在外力作用下沿 x 轴运动的规律是 x = 3 t 2 , 物体在运动过 
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程中所受的阻力与其速度的平方成正比，/ =一 (x 以 m 为单位,/以 N 为单位），试求物 

体由％ = 1. 0 m 运动到〜= 2. 0 m 的过程中，外力和阻力做的功各为多少？ 

解：由 得 tt =^ = 6 t，a = ^ = 6, 

at at 


/=一 


Wj = 


fdx = (— x)dx =_ 

1 1 c 


由牛顿第二定律得 


F + / = ma = 6m, F = 一 / + 6m ~ a: -f- 6. 


外力做的功为 = JVdx = |% + 6 )dx = ^( J ). 

3-3. 如图所示，一根长为/、质量为 m 的均匀链条，其长度的 2/5 悬挂在桌边，其余部分放 
在光滑的水平桌面上，若将悬挂部分拉回桌面，问至少需要做多少功？ 

解：如图所示,取桌面处为坐标原点，当链条下垂部分长度为 1 x 1 一 

时，其重力为^故向上的拉力至少为拉力所做的 

功为 _ 


W 


Fdx = JV — fmg)dx^~ = ^mgl. 


o 

+-吾/ 


习题 3-3 图 


3 4. 一质量为1 000 kg 的汽车，发动机的功率 P 不变.在水平路 
面上其最大速率为36 m • s _\ 但在爬坡度为每20 m 路面升高1 m 
的山坡时，其最大速率仅为30 m • ，设摩擦阻力/的大小不变 ，求： 

(1) /和 P 的大小各为多少？ 

(2) 这车子沿原路下山时的最大速率为多少？ 

解 (1): 在水平路面上，牵引力= /时车子速率达 最大; 爬坡'时，还要克服重力的分力 • 

F z = f + mgsina, 

式中 a 为山坡和地面的夹角，因功率 P 不变， P = F.r;, =F 2 切 ，得 

即 




/ + mg sin t 


^2 


把 sin < 


20 


，及 rn ' ' v ' 、 v 2 代入上式，得 


/ 十 10 3 X 9.8 X 


30 

36 


，/ = 2. 45 X 10 3 (N). 


20 


P = F l v 1 = fv x = 2. 45 X 10 3 X 36 = 8. 82 X 10 4 (W). 
(2) 车沿原路下山，仍为达最大速率时合力为零， 


F 3 + w^sincr = /• 
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由 P = -^3^3 = Fi Z / i ，得 


垦 = !ii, 即 _ L _= 竺 , 

F 3 d ! ’ f — mg sin a V \ ' 

2. 45 X 10 3 X 36 

v 3 = - r - 

2. 45 X 10 3 — 10 3 X 9. 8 X ^7 


= 45 (m • s -1 ). 


3-5. 如图，一倔强系数为*的弹簧，一端固定在 A 点，另一端 
连一质 M 为 m 的物体并靠在一光滑的柱体表面上，柱体上半部是 
一半径为 a 的半个圆柱，弹簧原长为 AB . 在变力 F 作用下，物体匀 
速地沿柱体表面从位置 B 移到 C ,求力 F 所做的功. 

解法一 •.物 体匀速移动，切向合力为零，力 F 应与弹力和重力 
在切向的分量之和相等，即 

F ~ kad + mg cos 0, 



W 



( ka 6 + mg cos 0) • add 


2 


ka 2 ff + mga sin 6. 


解法二.•外力所做的功等于体系势能的增量. 


W = AE P = ■^■kiadY + mga sin d . 


3-6. — 机车的功率为 1.5 X 10 8 W. 不计摩擦，在满功率情况下，于3 min 内将列车的速率由 
10 m • s _1 加速到20 m • s '" 1 ，试求： 

(1) 列车的 质量； 

(2) 列车的速率与时间的 关系； 

(3) 加速列车的力与时间的 关系； 

(4) 列车经过的 路程. 

解： （1) 由动能定理,机车牵引力所做的功等于列车动能的增量 


W ^ Pt 




得 


2 Pt 


2 X 1.5 X 10 6 X 3 X 60 


v \ - v \ 20 2 - 10 2 

(2) 设任一时刻 f 列车的速率为由上式有 


1.8 X 10*( kg ). 




5 X 10U 


8 X 10 6 


10 z 


= VT 


t 100 . 


(3 )F 


P 


, 5 X 10 6 


VT t+10 ° 

(4) T = 3 X 60 = 180( s ). 列车经过的路程为 


fiso riso (~c 9/5 \ t i 

S = L ^ = L vi f+100dr = l(T t+10 °) « 
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跳攸 SI 阪 S 


3 

=吾[(音 X 180 + 100) 7 -100+]= 2.8( km ). 

3-7. 一总质量为 M 的火车在平直轨道上匀速前进时，最后一节质量为 m 的车厢突然脱 
落，这节车厢在走了 /长的 路程后停下来，假设机车的牵引力及列车与轨道间的摩擦系数都不 
变，问当脱落的那节车厢停止时，列车距此车厢有多远？ 

解： 设车厢脱离机车时速度为％ ,因摩擦力做负功，车厢走了 Z 长的路程后停下，由动能 
定理得 

fi~l = ymu ? , 即 fjtmgl = ymt ;?. ① 

由于牵引力不变，原来匀速前进时牵引力等于摩 擦力： 

F = fMg . 

车厢脱离后，列车的摩擦力/ 2 列车所受的合力为 

= F 一 / 2 = fMg = fimg. 

在此合力作用下，列车走了 S 距离后车厢正好停下，设这时列车速度为％，由动能定理得 

fxmgS — ~(M — — v \). ② 

对车厢和列车体系，牵引力不变，在车厢停下以前，摩擦力也没变， 2^ = 0. 体系在水平方向 
动量守恒.在车厢即将停下时，速度已趋于零，此时 

Mi ;。 = ( M — m ) v \ , ③ 

由①、②、③三式，解得 s = + 

M — m 

列车与车厢的距离为 AS = S-l = 

ivi — m 

解法二 :对列 车和车厢分别运用动能定理，同前面解法，①、②两式不变，即 
车厢： fimgl = ymuj . ① 

列车： firngS = m)(wf — t ^). ② 

车厢脱离后受力为摩擦力，<2! = ™=^- 


从脱离车头到静止共花时间 
由① 式有％ 代入上式，得 


叫 • 


③ 
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条开始下滑，求链条刚好全部离开桌面时的速率. 

解： 用机械能守恒关系解.在桌面上的链条势能不变，只有下 
垂部分势能变化，用这部分的质心表示其势能.开始时体系势能 
(以桌面为势能零 点）： 

习题 3-9 图 

链条刚离开桌面时的动能和势能分别为 

Ea = . E pi =— mg - y. 

体系所受的桌面支承力 N 和位移垂直,不做功，只有重力做功,机械能守恒. 

Ef ： — E.2 + E p2 , 

即 一 I = " I •卿2 — +呵/， 



得 V — a 2 ). 

3-10. 上题中若链条与桌面之间的摩擦系数为# ，问： 

(1) 下垂长度 a 为多大时，链条开始下滑？ 

(2) 若链条以 （1) 所求得的下垂长度开始下滑，则链条全部离开桌面时的速率为多大？ 
解： （1) 链条开始下滑时，下垂部分的重力等于桌面上链条所受到的最大静摩 擦力： 

/ = juN = 


下垂部分重力为 fmg , 故 


得 




a 

T ^， 


a = 


户 I 

i +" 


(2) 先计算摩擦力做的功，链条下滑了: c 时，摩擦力的元功为 


dW f = — f M dx = — f/ y- (/ — a — x)gdx. 


总功为 Wf ^ \ 0 dWf = Jo — "y “一 a — = 一 j 子即“一 a )、 

下滑开始时体系的势能为（以桌面为势能零点） 

a a a 2 

Epo =一 yrng - y =一 
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链条全部离幵桌面时体系的势能和动能分别为 


Efi =—mg • 七， E k 


由功能原理 


^ f = E p -\-E k — E p0 , 

-gjn(l-a) 2 = 一导 gl + 4~mv 


/f[(l 2 -a 2 )- M (l-a) z 3. 


代入，得 


v = Vr +^- 

311. 如图所示,一倔强系数为 * 的轻弹簧一端拴在墙 
上，另一端拴住质量为 m 的木块, m 与水平桌面间的摩擦系 
数为 / i , 开始时 w 不动，弹簧处自然长度，然后以恒力 F 向右 
拉》1,则》1自平衡位置开始向右运动， 试求： 

(1) m 达到的最大速度. 

(2) 体系弹性势能所能达到的最大值. 

解： （1) 当 m 所受合力为零时^达到最大值. 

F & = kx + yang — F = 0, 

得 x = F_^ng 

k 

由功能原理，外力和非保守内力的总功等于体系机械能的 增量: 



Fx — fjmgx = + -|-fcc 2 


①式代入②式，得 


F — fjmg 


习题 3-11 图 


(2) 由静止开始, m 在 F 、 弹性力与摩擦力共同作用下向右运动，始为加速，继而减速，至 
速度为零时开始调头，此时位移 x 最大，即当动能为零时势能最大. 

Fx — fjmgx = -y^ 2 - 

缺埋 T = 2(F-^g) 


势能最大值为 


E P = fkx ! 


2(F — 




84 


大学物理简明教程习题详解 


3-12. —根线所能承受的最大张力为 11. 8 N ， 现使线的一端固定，另一 
端系一质置为600 g 的物体，将物体拉开使线与铅直方向成一定角度0,如 
图所示.然后放手，让物体自由摆动，试问 ：欲使 此线不致断掉，允许6角最 
大等于多少？ 

解： 当物体自由摆动时，处在最低点的张力最大， 



T 


mg + 


① 


习题 3-12 图 


物体在运动过程中绳的张力始终和运动方向垂直，不做功,只有重力做功，机械能守恒，以最低 
点处 （ 0=0 处)为势能零点 J 为所能上升的最大角度，则有 


mgl(l — cos 6) 


② 


由①、②两式解得 


3 mg - T 3 X 0.6 X 9.8-11.8 

cos H = - a -=- 

2 mg 2 X 0. 6 X 9.8 

6= 60°. 


313. 如图，有一摆长为摆锤质嫩为 m 的单摆，在铅垂线上距悬点 
O 为 x 处的 C 点有一小钉，开始时，摆线与铅垂线的夹角为心当摆线运动 
到铅垂位置后便绕 C 点运动，问 I 至少等于多少，才能使摆以 C 为中心作 
完整的圆周运动？ 

解： 以 O 点为势能零点，摆锤在运动过程中张力不做功，只有重力做 
功，机械能守恒.摆锤作圆周运动(绕 C 点）的半径为 i ? = l - x ， 在达最高 
点时，距 O 点为 

x — (/一 x) = 2x _ l. 


O 



由机械能守恒定律得 


— mgl cos 6 =— 


mg (2x — l) + 


① 


在最高点，全部摆锤重力是提供它作圆周运动的向 心力： 

v 2 v 2 ^ 

mg ^m^ = m —. ② 

解①、②两式，得 


x = - g -(3 Z 4- 2 /cos 6). 

3-14. 如图所示,一倔强系数为9 N • m — 1 的弹簧下端，悬挂着 m 】 =1 kg , = 300 g 的 
两物体，开始时它们都处于静止状态，若突 然把叫 和讲 2 的连线割断， 试求: 的最大速度. 
解： 设连线割断以前，弹簧伸长 x 。， 


kx Q = (mi ~\~m 2 )g t x Q 


mi H- m 2 
~ k ~ 


g- 


① 
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连线割断后，设平衡位置为: r , 

. m\ 价 

= m ^ g y x = — g . ② 

m , 只受弹性力和重力作用，机械能守恒，以弹簧的自然长度处为坐标原 
点和势能零点,在平衡位置处有最大速度， 

一 migj ： + jfec 2 , ③ 

解①、②、③三式，得 



习題 3-14 图 



9. 8 2 X 0. 3 2 
9 X 1 


0. 98 2 , 


v 2 — 0. 98 (m • s '). 


315. 如图 （ a ) 所示，质量分别为和讲 8 的两物体 A 、 B , 固定在倔强系数为《的弹簧 
两端，竖直地放在水平桌面上，用一力 f •垂直地压在物体 A 上，并使其静止不动，然后突然撤 
去 F , 问欲使物体 B 离开桌面, F 至少应为多大？（弹簧的质 M 可忽略 .） 




解： 如图 （ b ) 所示，取弹簧自由长度的端点位置为坐标原点 O , a 为加了外力 F 和以 
后体系的平衡位置为撤去外力后刚好离开地面的条件下《^的位置，提起时，桌 
面支承力 N = 0,故有 

kii > m B g , ① 

F + m A g = kx,. 


体系在撤去外力后受支承力 N 和重力的作用，力 N 的作用点无位移，不做功，只有重力做功， 
机械能守恒. 


yfcci +m A gXi = 


m A gii. 


③ 


①、②两式代入③式，解得 


F ^ (wiA +m B )g. 

3-16. —均匀薄球壳质量为 M , 半径为 K , 可绕装在光滑轴承上的竖直轴转动，如图所示， 
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一根不会伸长的轻绳绕在球壳赤道上，又跨过一滑轮（半径为转 
动惯量为 D ,然后自由下垂并系住一质量为 m 的小物体，此小物体 
在重力作用下下落，绳与滑轮之间无滑动，试问当它从静止下落距 
离 A 时,速率为多大？ 

解 法一： 用机械能守恒定律解，球壳、滑轮和绳之间无相对滑 
动，是静摩擦力，不做功，只有重力做功,机械能守恒. 

+ y Is * ^ \ la>2 mgh 1 



习题 3-16 图 


① 



= } MR % = f 


② 


②式代入①式，解得 



2 mgr 2 h 
/ + yMr 2 + 



解法二：用牛顿定律和转动定律解. 

设与球壳相连的绳中张力为 T 2 受到绳张力为，球壳和滑轮转动的角加速度分别为 
典和译，则 

mg — T, = ma , ① 

(T! -T 2 )r = ② 

T2R = I 诔决 - ③ 

^ = f , 氏 = f , - jMR \ ④ 

由①〜④式解得 


_ mgr 2 _ 

/ + -|- Mr 2 -|- mr z 


为常量， 


if = 2oh , 


v = y / 2 ah 


2mgr z h 


f/+4Mr 2 +? 


3-17. 如图所示，一根长为 l = lm f 质量为 M == 2 kg 的均匀细杆可 
绕通过其一端 O 的水平轴自由摆动，当杆静止时被一质量为20 g 的子弹 
在离 O 点70 cm 处击中，子弹即埋在杆内，杆的最大偏转角度是60° ，问： 
子弹的初速度是多大？ 

解： 当子弹击中杆时，子弹和杆组成的体系受重力和轴的支承力作 
用，这两个力均通过转轴0,无力矩，角动量守恒，设 A 为子弹离 O 点的 
距离，得 


V////////////// 

I I 
心 o 

/,M 


习题 3-17 图 
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mvli —— ( + MZ 2 + ml \ 


① 


子弹埋在杆中后，与杆一起摆动，这过程机械能守恒，设 A 为 M 的质心上升的高度，/ 1, 为子弹 
上升的高度，则 


mghi +Mgh = - j - ， 


A = y(l — cos 60°)=—, 


hi = /i (1 — cos 60。）= 寸. 

③、④两式代入②式，得 

( W , +M • yjg (20 X 0.7 X 1( T 3 +2 X +) X 9_8 


② 


③ 


④ 


£0 2 


3 


Ml 2 + mil 


X 2 X l z + 20 X 10 -3 X 0. 7 2 


由①式得 


(+ M 2 

mli 


3. 83 (rad • s — )■ 


X 2 X l 2 + 20 X 10 -3 X 0. 7 2 )X 3. 83 


20 X 10~ 3 X 0. 7 
=185 (m • s 一 1 ) • 

3-18. 如图所示，一根长为 L , 质最为 M 的均匀细棒，可绕通过 
其一端的水平光滑轴 O 自由转动，今棒从水平位置由静止开始落下， 
当它转到竖直位置时，正好与另一边飞来的质量为 m 的小物体相碰， 
碰后两者正好都停下来，并知这时轴不受侧向力作用， 试求： 

(1) 小物体 m 的速度 d ; 

(2) 小物体 m 在棒上的碰撞位置 x . 

解： （1) 棒从水平位置下落转到竖直位置过程中只有重力做功， 
机械能守恒. 


±r~r 


M 


习题 3-18 图 


Mg •舍 = 士 icu 2 = jcei 2 , 


得 




① 


由于 m 和杆碰撞时杆上的轴不受侧向力作用，且此时重力通过转轴，无力矩作用，体系水平方 
向 动置守 恒和对 O 轴的角动量守恒，即 


mv = Mv c = M 


L 

• * —- 


② 


mvx = Iw 


③ 
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由①、②两式，得 
(2) 由③式得 


My/3gL 

2 m 



319. 如图所示,一长为 Z , 质量为 M 的均匀直尺，放在光滑的水平桌 n M 

面上，它可以在桌面上自由运动 ，一 质量为 m 的橡皮小球以速率 t ; 向着直 
尺运动，设球与尺的碰撞是弹性碰撞.问 ：为使 球在碰撞后静止下来，它的 , 

质量 m 应多大？ •—1 

解： 球和杆体系所受重力和桌面支承力大小相等，方向相反，合力为 ^ f 

/wO — 1 -^ 

零，对任意点合力矩为零，碰撞中体系动量守恒，角动量守恒，机械能守 V 

恒，列出三个守恒式为 U 

习题 3-19 图 

脚= 施 c ， = 爲取， ① 


mvd = Iqco 


Ml 2 

~12° 


12 mvd 
Ml 2 


② 


\ mv2 = + Y IcC ° 2 = Y Mv2 ° + y x ^" 如 2 . 


③ 


①、②两式代入③式，解得 


-= ―^ 

1 + 12 (f) 

3-20 如图 U ) 所示,半径为 i ? 的圆筒以某一速度 w 。 在水平面上沿 AB 作纯滚动. BC 是 
与水平面成0角的斜面.试问 ：当％ 为何值时圆筒能从水平面无脱离地滚到斜面上. 



R 



习题 3-20 图 （ a ) 习题 3-20 图 （ b ) 

解： 由于圆筒作纯滚动，当滚到平面的边缘时圆简的轴绕 B 点转动，如图 （ b ) 所示.如脱离 
B 点，圆筒对平面的压力和摩擦力都等 于零; 此即圆筒是否脱离平面的判据. 

设圆筒绕 B 点转过角度 p 时恰好脱离水平面，则重力的法向分置全部用作向心力， 

即有 

mg cos cp = mv 2 /R t ① 
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式中 I ；为该时刻圆筒质心的速度.根据机械能守恒定律， 

Y mv o + = +卿 2 + y Jcu 2 — mgR (1 — cos < p ). 

圆筒转动惯量 I = nJi 2 . 纯滚动时 Vo = a > oR , v ^ coR . 因此得 

+ -^- mR z vl / R 2 = 去 + -~-7 nR 2 v : t / R 2 _ mgR ( 1 一 cos < p ), 

即 vl = v 2 — gi ? (1 — cos < p ). ② 

当 $<6 时，如图 （ b ) 所示，圆筒将脱离平面.因此，圆筒从水平面无脱离地滚到斜面的条 

件是 

< p > 9, 

即 cos <p < cos 6. ③ 

①、③式代入②式，得 

vl = gR cos <p 一 gR (1 — cos ( p ) = gR (2 cos <p — 1) 

< gR (2 cos d — 1), 
v 。 -ygR(2cosd — l). 

如采 2 cosd - 1 < 0, 即 60°, 则不论速度 T ；。 为何值都要发生脱离.所以圆筒能从水平 
面无脱离地滚到斜面上应满足以下条件 


Vo^VgR (2cos 6 — 1) , 0 < ^ < 60°. 

3-21. —个速率为列、质量为 m 的运动粒子，与一质 M 为 am 的静止靶粒子作完全弹性对 
心碰撞，问 a 的值为多大时，靶粒子所获得的动能最大？ 

解： 完全弹性碰撞时体系动 M 和动能守恒. 


由①、②两式得 
靶粒子动能为 
当^ = 0时，&有极值- 


mv 0 = mv\ + amvz , 



T 




v 2 


2 v 0 

^ TT * 



2amv\ 
( a-f I ) 2 ' 


① 

② 


^ = 2m t ;g[ (a + 1 ^~ 2 1 Q ) ^ + 1) ]= 0, (a + l)(-a+l) = 0, 
a =— 1 无意义 ， a = 1 时 £* 最大， £* = Y mv °- 

3-22 . 两个弹性小球 A 和 B ,A 的质量为 0. 05 kg,B 的质 M 为 0. 1 kg.B 球静止在光滑的 
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^2 


vz 2 

2g 


4 X 2 g / 

2gX9 


il 

~9" 


9 


(m). 


3-24. 如图所示, 质量为 m 的木块放在一质量为 M 的楔的斜面 
上，楔放在一水平桌面上，开始时，木块和楔都处于静止状态，当木块 
沿斜面下滑时，楔将沿水平桌面运动,设所有的表面都是光滑的. 

木块从离桌面&高度处开始下滑，试求：当它碰到桌面时，楔的 
速度为多大？ 

解： 木块和楔除受重力作用外, M 所受地面的支承力不做功，所 
以体系机械能 守恒； 体系水平方向不受外力，因而动量守恒.列出两个守恒式为 



mgh 


-mv 2 + -^-1 



设 m 相对于 M 以速率〃'运动，则 


且有 

由②〜⑤式解得 


一 z/cos a V = v x , 
一 v sin a = t; v , 
v 2 y = v z . 


v 2 


V 2 



cos 2 a 


2 M 

m 


代入①式，得 


① 

② 

③ 

④ 

⑤ 


V 



(M+m)(M + msin 2 a) 


•3 25. 一质量为 M 的木块从倾角为0的斜面顶端由静止开始滑下，如图所示，取斜面顶 
端为坐标轴原点，沿斜面为 x 轴，木块和斜面间的摩擦系数^ = ^ oa : ,求木块下降高度 A 后的 
速率％ 



解： 设下降高度为 A 时木块沿斜面滑下: T 。， 摩擦力做功为 


W 


f • dxi —— 尽 cos 沒 dr =— f ° u 0 ^Mgeos ddx = — ^rMg cos 6 

Jo Jo Jo L 


xl 
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由功能原理有 


oMgcos 0 • h 2 
~ 2 sin 2 (9 • 


E 2 — Ei = W. 


取斜面顶端木块势能为零， E , = 0,即得 




由上式可解得速韦 


卜-啦 S ^ T . 


'3-26. 以铁锤将一铁钉击入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉进入木板的深度成 正比， 
即 f ^- kh , 在铁锤 击第一 次时能将钉击入板内1 cm , 问击第二次时，能击入多深？假定两次 
击钉时铁钉获得的速度 w 相同. 

解：取坐标如图所示，在钉进入板的过程中有阻力做功，钉的速度从 w nnrm | T . 

变到零，应用动能定理并略去铁钉的重力. on 


f • ds = , 


则第一次击钉，有 


一 ^yd：y = AK*]. 


第二次击钉，有 


习题 3-26 图 


h — kydy = AE*2. 

由于两次击钉时速度相同，击钉后又都变为零，所以 

= A£r*2 9 

[ — kydy = [ — kydy. 


/ 0 =夂. 


得 h — -\[2 , 

Ah = h —— h \ = —— 1 0. 41(cm). 

*3-27. 质量为 m 的物体从静止幵始在竖直平面内沿着四分之一的圆周从 A 滑到 B ， 如 
图 U ) 所示.在 B 处时，速韦为认已知圆半径为 K , 用功的定求物体从 A 到 B 过 
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Y Iu) 


+ Mga ( 1 — cos 6 ) 


~ 2 Im1 


② 


①式代入②式，得 


=|i^-|/^(l-cos5) = |j^(1 + cos5). 


将 i 


dt 


代入上式，得 


上式分离变量并 积分： 


窖 = mcos-^. 


de 


e 

) COSy 


ck, 


HI 

Kl) 


； lntan (f + f)l! = ^[ lntan (l2 + f)- lntan f] 


0)Q 


[lnV3 一 In l]^ = ^ 0. 21 \ fa . 


' 3-29. 如图 （a) 所示,实心圆柱体的半径为 i? = 7.6cm , 质量为 M = 23 kg, —根轻而薄 
的带子绕在圆柱体上面，圆柱体放在倾斜角为0 = 30°的斜面上，带了•跨过滑轮后系在质量为 
m = 4. 5 kg 的重物上.假设柱体只有滚动而无滑动，试 求： 圆柱体沿斜面向下滚动的加速度和 
带子中的张力. 

解： 已知圆柱体向下作纯滚动，所以摩擦力/方向沿斜面向上，图 （b) 为 M 和 m 的受力 
图，其中了= T'. 要注意，圆柱体向下滚的质心加速度〜和重物上升的加速度 a 不相同. 

解法一:对 M 列出质心运动方程和对质心的转动方程： 



习题 3-29 图 （a) 



Mg sin 8 — T — f = Mac . 


① 


fR-TR = l c p . 


② 


对 m 列出运动 方程: 


T — mg = ma. 


③ 
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纯滚动条件为 


a c = Rp . ④ 

因带子是绕在圆柱体上的，故重物上升的加速度与柱休上 B 点的切向加速度是相同的.所以 


由①〜⑤式可得 


a B = a c ^ 2 a c . 


2M《sin 沒 一 4 讲发 ACr7/ y 2 \ 

at == 3MT8^— = 0. 467(m/8)> 

T = = 48. 3( N ), 


Msin 沒 + m + 4 msin 6 


3 J \4 8 m 


mg = 53. 7( N ). 


⑤ 


解法二 •.整 个过程无摩擦力做功（静摩擦力不耗散能量），系统的机械能守恒.注意当圆柱 
体作纯滚动时，相对斜面而言, A 点速率为0,轴线 C 的速率为^，而 B 点速率为2&,因此圆 
柱质心 滚下々 的距离，重物将上升2〜，系统的势能减少了 Mg S in 6- x c - Zmgx r . 圆柱体的 

动能 £« = yMt / c 2 + ^- Ica , 2 ，其中〜=仏 ， / c = i - MR 2 , 所以 

E t) = 

重物的动能为 

E k — = -^- 7 «( 2^) 2 = 2mvl. 

根据机械能守恒定律得 

3 

Mg sin 6 • Xc — 2mgxc = —Mvc H - 2,mv z c. 

将上式对时间 求导， 考虑到 亨= VC , ^ = ac , 则得 


Mg sin 6 


v c 


2 mgv c 


-Mvr 


ac ~ f - 4 mv c • a c . 


约去 Pc ，可解出，了， /: 


由⑤式 

由③式 

由①式 


2 Afesin 6 — \mg 
3 A ^ 8 /n 


0. 467 (m • s -2 ). 


a = 2 a c , 

T = m { g -\- a ) = m(g + 2 a c ), 
/ = Mg sin 6 一 T — Mac - 


结果同“解法一”. 

- 3-30. 在一竖直放3的半径为只的固定光滑圆环上，穿有一质量为 m 的小环，小环通过 









由祕 <4 mg 和⑪式 可得： 

当 < kR < 4 mg ， 

有 N <0, N 的方向应背向圆心. 

当 kR < ^ mg , 

则 N >0, N 的方向指向圆心.以上结果可归纳为 


kR^4mg 



相应的角 0 = 01 = arccos 


「 3狄 ■ 
L 4 (kR — mg ) , 


g (13 mg — 4 kR ) 
4 (kR 一 mg ) 


，背向圆心. 


kR <i img 



相应的角 d = d 2 = 0. 此时，如 ~mg <i kR C 冬 mg , N < 0, 背向圆心; 


kR < -^-mg , 则 N > 0,指向圆心. 

•3-31. 排球质量为 m, 半径为尺，在地面上作无滑动滚动，已知球心速度为 V 。.如图所示， 
球向左运动，与光滑墙壁作完全弹性碰撞，问以后球如何运动？ 

解：以水平方向为 x 轴，向右为正方向，设球逆时针转动的角速度为正.开始时球作无滑 
动滚动，质心速度沿（一 x ) 方向，转动角速度为 w 。= v 。/ 只 >0. 碰撞过程中，除摩擦力而外，小 
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应为多大？ 

解： （1) 小球和小立柱碰撞前的速度为碰撞时水平方向体系的动量守恒. 

mv = (m + M ) v ， . 

由上式可得碰后系统的速度为 

v ’ = ① 
设系统的最大位移为，由动能定理得 


/ r ™» = 0 — + M ) v ' 


② 


上式中/为摩 擦力： 

由①〜③式解得 


/ = ft(m + M ) g . 


^ ^(m + My 

(2) 当小球摆动到任意位置时，细绳与水平方向的夹 
角为0,如图 （ b ) 所示，设此时小球速率为 t ;， 小球与地球系 
统的机械能 守恒： 


mgl sin 6 


木块不移动，必有 


由④〜⑧式解得 


/ 


c? 


④ 


mg 


小球与立柱木块的受力情况如图 （ b ) 所示，对小球和木块 
分别列出运动 方程： 

T 一 mg sin 6 = mv 2 / l , 
f — Tcos 6 = 0, 

N — Tsin Q — Mg = 0. 




3 msin dcosd 


sin 2 d 


M + 3 msin 2 ^ 2 M +2 s i n 2 5 


3 m 


7 


N 


习题 3-32 图 （ b ) 


G 


⑤ 

⑥ 

⑦ 

⑧ 

⑨ 


令^ = ^ m 9 并设 f ⑻ = A ^^ sin ^* 求/(们的极大值即可得出 P 的最 小值： 


df (9) = 2 cos 2(9 (A + 2 sin 2 ^) - sin 2^(4 sin $ cosd } 
~dd (A + 2 sin 2 <9) 2 — 
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利用三角公式《«2(9=2<： 08 2 0—1 = l -2 sin 2 (9, 上式化简为 

df (6) = 2 A —4 (A + l ) sin ^ 
Ad (A + 2 sin 2 i 9) 2 ~. 

令 = o , 得 /( 扪取极值的条件为 


代入/(5)表达式中，化简为 


sin 2 (9 = 


A 

204 + 1 )* 


sin 20 = 


7A(A + 2) 
A + l 


fW = 


_3 m _ 

27M 2 +3mM 


此即 /( 幻的最大值.由⑨式可得最小摩擦系数为 


= _ 3 m _ 

卜’" +3 mM . 

四、思考题解答 

3-1. 用一根 绳了系 在重物 m 上，并拉动绳子使重物 m 沿粗糙的斜面匀速向上运动，试分 
析在这过程中哪些力做正功？哪些力做负功？哪些力不做功？并讨论作用在重物上的合力的 
功与各分力的功有什么关系？ 

答:拉 绳的力做正功，重力和摩擦力做负功,斜面对重物的支承力 iV 垂直于位移，不做功, 
把重物看成一个质点，作用在重物上的合力的功等于各分力的功之总和. 

3-2. 以两个相同的力 F 分别作用在两个物体 A 和 B 上，使它们从静止开始沿同一方向 
移动相同的距离 S , 假如： 

(1) 物体 A 和 B 的质景相同，但分别放在光滑的和粗糙的水平 面上； 

(2) 物体 A 的质 M 比物体 B 的质量大一倍，它们都放在光滑的水平面上. 

试问: 在上述情况下，作用在 A 和 B 上的力 F 所做的功是否相同？物体 A 和 B 的运动状 
态是否相同？ 

答：（1)功 W = F * S , 当 F 和 S 都相同时，作用在两物体上的力所做的功相同.但 A 和 B 
的运动状态不同，在光滑和粗糙的水平面上所获得的动能不同，后者要克服摩擦力做功，故只 
有一部分功是用以增加物体动能的. 

(2) 力所做的功相同，但 A 和 B 所获得的加速度不同，由 F = ma,A 的加速度小 ， x ； = 
经过 -- 段距离后速度也小，但两者得到的动能一样 • 

3 3. 试判断关于摩擦力的功的下列几种说法中，哪些正确，哪些不正确，为什么？ 

(1) 摩擦力总是做负功，因为摩擦力总是与物体运动方向相反. 

(2) 摩擦力总是阻止物体之间的相对运动,所以任何摩擦力的功永远为负值. 

(3) 单个摩擦力所做的功可以为负值或零，也可以为正值，但一对摩擦力（作用力和反作 
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用力）所做的总功不可能为正值. 

答：（1)该说法不对.单个摩擦力可以做正功，摩擦力可以 __ 

与物体的运动方向相同，如图 3-3. 当 m 和 M 之间有摩擦力,~~ m l ~ f —— | _ F 

时，拉下面的 M 运动时, m 和 M 之间的摩擦力/拉着 m 向右 ^ 3 3 

运动，此力做正功，且与物体 m 运动方向一•致. 

(2) 摩擦力总是阻止物体之间的相对运动或相对运动趋势，因此在静摩擦的情况下摩擦 


力（一对力）不做功，在动摩擦的情况下，一对摩擦力所做的总功为负值•而单个摩擦力可做正 
功或负功或不做功，所以前面的说法对，后面不对. 

(3) 单个摩擦力所做的功可为正、负或零，且与参考系有关. 一对摩 擦力的总功则不可能 
为正值，且_对摩擦力的功与参照系无关. 

3-4. 试讨论下列说法是否正确，并说明为什么？ 

(1) 人推小车匀速前进的过程中，小车的运动状态没有发生变化，故人对小车的推力不 
做功. 

(2) 若某力对物体不做功，则它对物体的运动状态将没有影响. 

(3) 物体动能的变化 M 等于合外力的功，因此任一个分力的功不可能大于物体动能的变 
化量. 

答：（1)说法不正确，小车的运动状态的改变是由所有的外力的功之总和决定的，人对小 
车的推力做的功为 F • S , 由于小车做匀速运动，故必有摩擦力或其他力作用. 

(2) 说法不正确，如绳子系住一物体在水平面 卜 .转动，绳的张力与物体运动方向垂直，不 
做功，但此力改变物体的速度方向，对其运动状态有影响. 

(3) 说法不正确，存在某分力所做的正功很大，而其他力所做的负功绝对值也很大，其总 
功并不大的情况，这时分力的功就大于动能的变化量. 

3-5. 有人把动能定理推广到由若干物体所组成的体系，他 说: “由于体系内各物体之间的 
相互作用力（内力）总是成对出现，并且两力大小相等、方向相反，因此所有内力的功相互抵消， 
体系总动能的增量等于作用在体系上所有外力的功的代数和”.试问，这种说法的错误在哪里？ 

答 ：因为 功决定于力与位移两个因素，体系内相互作用的两个物体位移并不保持一致，故 
内力的功并不相互抵消，例如，一对万有引力做功，每个物体的位移都和所受的力方向一致，总 
功应是两者之和. 

3 6. 一个竖直悬挂着的轻弹簧，它的下端在 > = 0 位置，如果 
将一质量为 m 的物体连接在弹簧末端，然后让 m 自 y =0 处由静 
止下落，弹簧因而伸长. 

(1) 设弹簧伸长加时，体系达到新的平衡位置，此时体系的 
重力势能减少了 rngy 0 ，但得到相同数 M 的弹性势能，所以 

1 , 2 

mgy 0 - Y ky ° ' 

则平衡时弹簧伸长 




(2) 如果以体系平衡时 m 的位置 O ' 为坐标原点，则当 m 离开 O ' 的距离为/时，体系的弹 
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试问： 以上两点分析对吗？若不对，错在哪里？ 

答：（1)平衡时 mg = ky ， 两边乘以 ■|'： y 。， 则 -^- mgy n = y^o ,即重力势能的一半转化为 

弹性势能,还有一部分转化为其他能量.例如让物体下落到伸长为 A 时，物体还具有动能，若 
用手托住物体缓缓下降，则重力势能化为对手的托力做功. 

(2) 如以 CT 为坐标原点和势能的零点，当 m 的坐标为;/时， 

U = | — k(y' + yo^dy' =— -jHy' +>o) 2 \= \ k( ^y' +3 1 。） 2 — \ k yl- 

即体系的弹性势能为 + A ) 2 — 

若以 O ' 为坐标原点,弹贽自由伸长的位置 （一 y 。） 为势能零点，则 

u =—J , 、 (: y’ + yo)dy' = \ k( -y' +>o) 2 . 

3-7. 三个质量都是 m 的小木块,分别自三个光滑的形状不同的斜面顶端由静止开始滑下 
(如图），斜面顶点的高度都是由于斜面是光滑的，斜面对木块的作用力永远垂直于木块运 
动的方向，不做功，因此，在木块沿斜面滑下的过程中，只有重力对木块做功.试问 ：下列 两种说 
法是否正确，为什么？ 



思考题 3-7 图 


(1) 重力是保守力，它所做的功只与木块始、末位置的高度差有关，而与木块所经过的路 
径的形状无关，所以三木块到达斜面底部时具有相同的 速率； 

(2) 重力在竖直方向上，它只能改变木块在竖直方向的速度,所以三个木块在下滑同样高 
度到达斜面底部时，其竖直方向的速度分量相同. 

答 〆 1) 此说法对,这三种情况机械能都守恒 ， mgh = 故速率相同. 

(2) 三木块在不同斜面上运动，竖直方向不仅受到重力作用，斜面对其支承力 N 亦有竖 
直方向的分量，所以这些力也应考虑进去，而斜面形状不同， N 的大小、方向不同，其在竖直方 
向的分最也不同.所以三种情况下到达斜面底部时其竖直方向的速度分量不同 • 

3-8. 试判断 F 述各体系机械能是否守恒？ 

(1) 物体自由下落，以物体和地球为体系，不计空气阻力； 

(2) 物块沿固定于地面的斜面下滑，以物块和地球为体系，分别考虑有摩擦和无摩擦两种 
情况； 

(3) 小球沿固定于地面的斜面作无滑动滚动，以小球和地球为体系. 
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答：（1)体系中只有重力做功，是保守力做功,机械能守恒. 

(2) 无摩擦情况体系中只有重力做功，斜面支承力不做功，机械能守恒，有摩擦时机械能 
不守恒. 

(3) 小球作无滑动滚动时的摩擦力为静摩擦力，不做功，体系机械能守恒. 

3-9. —个质点系的总动置与各质点相对于体系质心的运动无关，试 问：质 点系的总动能 
是否也与各质点相对于体系质心的运动无关？ 

答 :质点 系的总动能与各质点相对于体系质心的运动有关，设 为第/ 个质点相对于质心 
的速度，则 


E k = 2 士 2 [ m ’( Wc + w .+c) 2 ] 

— 4- ^] mjV 2 c + iV 2 ,c + y X 2y ] m t Vc . v , c . 

2 m * r « 

式中第三项为 Vc ^ m^c , 因为 r c = — , 在质心系中，质心的位矢/ *c = ~ = 0,所 

i 

以 ^ m t v iC = " y ] m , r,c = 0 . 

从上式也极易得出质点系的总动景 P = Mvc, 与各质点相对于质心的运动无关 .E* = 
\ v \- • ^ tn , + Y ^mivfc — + y ^ m , vf c , 即总动能等于体系质心的动能与各质点相 

对于休系质心的动能之和.例如一个 E1 柱体在滚动时， £* = j-Mvl + ,这后一项即 

- oa = y 

3-10. 在水平桌面上放着一块木板在木板上的一端放着木块木块 A 在恒力 F 作用 
下沿木板运动，如图所示，问在下列两种情況下，木块 A 从木板一端移到另一端的过程中，因 
摩擦而放出的热量及力 F 所做的功是否相同？ 

(1) 木板固定在桌面上 不动； 

( 2 ) 木板在桌面上无摩擦地滑动. 


—— 


r^i _ H 

- 

B 


B 1 

B 

-- L - - 

- - s -- 

-- L -- 


思考题 3-10 图 （ a ) 思考题 3-10 图 （ b > 


答：（1)木板 B 固定在桌面上不动. .4 从一端到另一端，摩擦力（一对力）做功为 一/ L,L 
为木板长度 . A 匀速运动时 ， F = /， W f = FL = / L ， 外力做的功和因摩擦而放出的热量等 
值.若 A 作加速运动， /=" — /=_., 则 F >/, FL >/ L , 外力做的功大于摩擦力的功，使 A 的 
动能增加，即外力的功大于摩擦产生的热量 • 

(2) 木块在桌面上无摩擦地滑动.若木板滑动了 S 距离，摩擦力对 A 做功为= — /(S 
+ L ). 对 B 做正功， W 2 =/ S . —对摩擦力的总功为 =-/ L . 这就是转化为热 
量的耗散功.同上面类似， F >/, 所以= F(L + S )> W / . 因为这种情况下 B 只受摩擦力 
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作用，总是有加速度，最终有动能的增加，而 A 的状态在匀速时不变，加速时动能增加，体系的 
总动能一定增加，所以外力 f '的功大于摩擦力的总功，即大于放出的热景. 

3-11. 一个物体系在参照系 S 中观察，其机械能守恒，在参照系 S ' 中观察，其机械能不守 
恒，下列几条理由中，哪些可以解释这一点？ 

(1) 因为在两参照系看来，外力对体系所做的功 不同； 

(2) 因为在两参照系看来，保守内力对体系所做的功 不同； 

(3) 因为在两参照系看来，非保守内力对体系所做的功不同. 

答 ：体系 中每对内力的总功都与参照系无关，因而内力的总功与参照系无关，若体系在 S 
中机械能守恒，而在 S ' 系中看机械能不守恒，则是因为在两参照系中看来，外力对体系所做的 
功不同.所以 （1) 可以解释观察结果. 

3-12. 一个有固定轴的刚体，受两个力的作用，当这两个力的合力为零时，它们对轴的合 
力矩也一定是零吗？当这两个力对轴的合力矩为零时，它们的矢量和也 一定是 零吗？举例说 
明之. 

答：当 两个力到转轴的力臂不同时，若两个力的合力为零,则合力矩定不 为零. 即使力臂相 
同，由于力相对于参考点的方位不同，合力矩也不一定为零•例如一对力偶作用于 1 MI 盘边缘，可 
使其转动.当两力对轴的合力矩为零时，其矢量和也不一定为零，如对于过质心的转轴，若两个 
同方向的力作用在圆盘直径两端，则合力矩为零而其矢量和不为零. 

3-13. 为什么在碰撞、爆炸、打击等过程中，可近似应用动量守恒定律？ 

答: 在碰撞、爆炸、打击时，内力比外力（如電力）大得多，故外力的冲景可忽略不计，因此能 
近似应用动最守恒定律. 





第四章狭义相对论基础 


— 、内容提要 


1. 爱因斯坦的两个基本 假设： 

(1) 相对性原理， （2) 光速不变原理. 

2. 洛仑兹变换，令/9 = — , 7 = 1 则 

c 

x = y{x -- u ), t ' = y ^ — p-x j . 

逆变换：工 = y{x + ■ u '), t = y { t ' + 

3. 狭义相对论的时空性质(对惯性系而 言）： 

(1) “同时”的相对性 . S 系中不同地点发生的两个“同时”的事件，在 S ' 系中是不同时的. 
只有在 S 系中同时同地发生的事件，在其他惯性系中才“同时”. 

(2) 时间延缓.在某惯性系中两事件发生于同一地点，两事件的时间间隔以。最短，称为 
“原时”,在其他惯性系中测这两事件的时间间隔以= yAto . 

(3) 长度收缩.与杆相对静止的参照系中测得杆的长度4最长，称为“固有长度”或“静 
长”，在相对于杆运动的参照系中，杆沿着运动方向的长度收缩 .Z = Ur . 

(4) 两个事件的时空间隔仏在所有的惯性系中都相同. 

△5 2 = c 2 M 2 — ( Ax 2 + Ay 2 4- Az 2 ), 

两事件前因后果的时间顺序在任何惯性系中相同. 

4. 相对论速度 变换： 

u ；= «；= 

i -4«« 1- 

c c C 

逆 变换： 

1 + ~ju x 1 + ~yu x 1 H — fU T 

c c c 

5. 相对论质量 m = 抑。（也称为质速关 系). 

相对论动量 P = ym 0 v . 

相对论 能量： 

(1) 静能 E 0 = m 0 c 2 ; (2) 总能量 E = me 2 (质能关系）； 

(3) 动能 E k = E - E 0 . . 
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6. 相对论的能量和动 it 关系： 


E 2 = P 2 c 2 + mSc 4 . 

对于静质量为零的粒子（如光子） £ = Pc . 


二、自学指导和例题解析 


本章要点是了解相对论的时空观,正确理解和应用洛仑兹坐标变换公式和速度变换 公式; 
正确应用长度缩短和时间膨胀 公式; 掌捤相对论的质能关系和质速关系.在学习本章内容时应 
注意以下 几点： 

(1) 常见的错误 推论： 

设在 S 系中沿轴放一静止的杆，杆两端的坐标分别是； T , 和^，杆长为4 = x 2 — A ;设 
S ' 系相对于 S 系以速度 W 沿: c 轴正方向运动，则在 S ' 系中测 ff 长度时采用洛仑兹变换 公式： 

/ _ X\ — Vt / _ x 2 一 试 

x '~vi-^/c 2 ’ Xi ~vi-v 2 /e' 

i' = z = . n = 

y/\ — V Z /C 2 \/1 — 1^/c 2 

于是得出运动着的杆看来变长了的结论.错误发生在测量运动参照系中的杆长时没有按定义 
在同一时刻测景杆两端点的位置.在上面的变换式中，在 S 系中测量长度是选在同样的时刻 
t ，则在 s ' 系的测量必然不是同时的，这就是“同时”的相对性.正确的做法是 t ' 应相同.用下面 
的变 换式： 


x\ + vt' _ vt' 

*yi — x // c 2 «/i — v 2 / c z 


则可得 !■' = j：2 — x \ = l 0 Vl — ( v / c ) 2 . 

(2) 狭义相对论假设了一切惯性系都是等效的，而非惯性系之间不存在等效性.著名的 
“孪生子佯谬"问题就是一个关于惯性系和非惯性系间物理差异的例证•此佯谬叙述如下：有两 
个孪生兄弟 A 和出发作宇宙航行, A 留在家里, A 看到 B 的时钟变慢，因此当 B 回到家 
里时 U 比 A 年轻; 但是，若从 B 的观点来看, A 相对于 B 向反方向飞行，因此 A 的时钟变慢， 
当 A 、 B 相见时应是 A 年轻; 两者之屮到底哪一个年轻.事实是，两人的情况是不等效的, A 的 
系统始终是惯性系，而 B 在出发时要加速，为了回到出发点则必须在某时刻改变其速度，因此 
有某些时间段是处在非惯性系中，所以 A 和 B 的情况不等效，严格的计算要用广义相对论，最 
终应是 B 年轻些. 

(3) 相对论的质能关系是 £ = rw 2 , 在相对论中 ，一 •切形式的能量都是等同的，总能 fit 守 
恒是相对论的重要结论.例如，两个全同的粒子以量值相等而方向相反的速度相互碰撞，并粘 
在一起，设碰前每个粒子的静质量为 M 。, ，碰后为 M 。,， 总能量不变，则 


2 M 0 , c 2 
• J \ — t ^/ c * 


2M of c l , 
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B 隱 SI©S; 


(1) f = 0时，从原点发出一闪光，相对于 S 系沿: C 轴正方向运动，利用洛仑兹速度变换求 
该闪光在 s ' 系中的速度. 

(2) 若该闪光相对于 S 系沿与 x 轴正向夹角为的方向运动，0 = 45%在 S ' 系内该闪光 
速度又如何？ 

解： （1) 闪光相对于 S 系沿 x 轴正方向运动，^ = c , U ) =0. 根据洛仑兹速度变换公式， 
闪光在 S ' 系内的速度为 



可见，对任何惯性系，在真空中的光速相同，但光速与给定方向的夹角可不同，光束传播方向与 
坐标系间的相对运动有关，也与0角有关. 

例 4-3 —隧道长为 L , 宽为 < 髙为 A ， 拱顶为半圆，设想一列车以极高的速度 t ; 沿隧道 
长度方向通过隧道，若从列车上观察，则 

(1) 隧道的尺寸如何？ 

(2) 设列车的长度为/»,它全部通过隧道的时间是多少？ 

解： （1) 根据相对论效应,从列车上观察，隧道长度缩短，其他尺寸不变，长度变为 
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L ' = LVl ~-~ v z / c 2 '. 

(2) 从列车上观察，隧道以 u 经过列车,全部通过所需时间为 
kJ L '+ l , LVl - v 2 / c z +1。 

At ---- . 

V V 

例 4 - 4 一质量为 rn 。 的静止粒子,受到一能量为£：的光子的撞击，粒子将光子的能量全 
部吸收，求此合并系统的速度及其静止质量.一静止质量为 m '。 的静止粒子，发出•一能量为 E 
的光子，求发射光子后的粒子的静止质量. 

解： 设合并系统的质量为 m ', 对应的静止质量为 m '。 ，在吸收光子的过程中，能量 守恒： 

m 0 c 2 4- E = mV 2 . 

能量为 E 的光子的动量为 £/ c , 在吸收光子的过程中系统的动量 守恒： 

E/c = mu t 

u 为合并系统的速度.解以上两方程，得 

= 及 
U m 0 c 2 E f 

— m 0 E / c 2 . 

由能量动量关系，合并系统的能量为 

( me 2 ) 2 — c z { mu ) 2 -\- mo 2 c A = E 2 -h m\ z c K . 

将 mc z = m 0 c 2 -f E 代入上式，得 

m ；== 、 l 1+ 為， 

即吸收光子后，合并系统的质量增大. 

在发射光子的过程中，能量也守恒，设粒子发射光子后的质量为 m , 对应的静止质量为 
»«。，则有 

m ； c 2 = mc 2 + E , 

设粒子发射光子后的速度为《，则由动量守恒定律得 

mu = E / c . 

由动量能量关系得 

(me 2 ) 2 = c* ( 画 ) 2 + m§c* = E 2 + mjc 4 ； 

或 — E ) 2 = E 2 + moc *. 

解得 



讨论 :若令 £。代表粒子在发射光子前后静能量之差，即 
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m ’ 0 c 2 = m 0 c 2 E 0 , 

则由上式可得 


E = E 0 [ l 


E 0 


2 m 0 


’ t ?)， 


即发射出的光子的能量 £ 比粒子处在初态和末态之间的静能差小.这是由于在发射光子后， 
粒子因反冲而获得动量，即具有 速度; 粒子原来具有的静能除一部分变成光子的 能董外 ，还有 
一部分变成粒子自身的动能. 

g 纖 : 醫 . 三、习 題釅氣 ‘ 

41. S ' 系相对 S 系运动的速率 d = 0. 6 c ， 时钟调节得使 z = x ' = 0处 ， t =，= 0.现在 
S 系中发生两件事 :事件 1发生于:^ = 10 m , t , =2 X 10- 7 s ； 事件 2 发生于 ： c 2 = 50 m , 6 = 
3 X 10- 7 s . 求:在 S ' 系中测得此两事件的空间间隔是多少？时间间隔又是多少？ 

解： 由洛仑兹变换式可得 Y 系中两事件的 Ax ' 和△ 〆 ： 


△ 工 ’ = /(A-r — v^t) 
1 


if ( 工 2 — x,) — 0. 6 c( ， 2 — r!)] 


VI- V 2 /c 2 

[(50-10)-0. 6 c (3 —2) X 10_ 7 ] = 27. 5( m )； 


71 -( 0 . 6) 2 

△〆 =— 1 -[ it 2 一 A ) — ~y(^z 一 a ) 

\ c f yi — 7 "， z L 夕 

1 


71 -( 0 . 6) 2 


(3-2) X 10 7 - ^^(50 — 10) 


= 2. 5 X 10~ 8 ( s ). 

4-2. 在惯性系 S 的同一地点发生 A 、 jB 两事件， B 晚于 A 4 s , 在另一惯性系义中观测到 
B 晚于 A 5 s , 求： 

(1) 这两个参考系的相对速率是多少？ 

(2) 在 S ' 系中这两个事件发生的地点间的距离是多少？ 

解：在 S 系中: c A = : c B ， 即两事件同一地点发生， t B —t A = 4 S; 在 S ' 系中， t f B— t f A = 5 s . 


(1) 在 S ' 系中两事件的时间间隔为〜则由洛仑兹变换，得 


At 


/ = y { 


At 


「△工）， 


即 






, Ub -^)- c 4(- b - x a )_ 


f-W) 


:( 尤 B 一 《 A ); 


代入 数值: 
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得 子=音 , 。 = 音 c = 1. 8 X 10 8 (m • s _1 )• 

(2) Ax f = 7(Aor —t;Ar), 而 △:?: = a —: r A = 0,故 

Ax' =— y • vAt t I Ax' [ = I x B — x A \ 
为 S ' 系中两事件发生地之间的 距离： 


— X A - - - X 0. 6c X (t B 一 （ A ) 

vRir 

= X0. 6cX4 =-3c =-9.0X 10 s (m). 

VI-(0.6) 2 

所以， I A_r' 1= 9.0X 10 8 (m) 为所求之距离. 

4 3. 有一航 天员乘速率为 1 000 km • s— 1 的火箭由地球前往火星，航天员测得他经过 
40 h 到达火星，求地面上观测者测得的时间与航天员测得的时间差. 

解： 设航天员在 S ' 系上为静止状态,地面参考系为 S 系，航天员测得的时间为 

At' = 40 h. 


航天员所在的 s ' 系相对于 S 系的速度为 I ； = 1 000 km . S - 1 ，而他始终在 f 系上同一地点，△: C ' 
= 0,则在地面 S 系中测得航天员飞行时间为 


At = ) = yt^t' 


40 


VHfy 


:⑻ • 


地面观测者测得的时间与航天员测得的时间差为 


hJ , 一 hj ! = 40 


(7) 


因 t ; = 10 8 m • s _1 《 C , 所以 




故 


U 


一 A〆 = 40X-i-(-^-)* = 20X ( 3 上 0 ; 0 1 ) ‘ X 3 600 = 0.8(s) 


4 4. 一空间 飞船以 0.5c 的速率从地球发射,在飞行中飞船又向前方相对自己以 0. 5c 的 
速率发射一火箭，问地球上的观测者测得火箭的速率是多少？ 

解： 设飞船为 S ' 系，地面为 S 系，则火箭相对于 S ' 系的速率为 0. 5c, 即 ^=0. 5c, 由速度 
合成法则有 


= 


v x -\ - V 



0. 5c + 0. 5c 
1 0. 5c X 0. 5c 


= 0. 8 c = 


2.4 X 10 8 (m - s -1 ). 
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4 5. 原长为 L 。 的棒静止在惯性系 S ' 中， S ' 系相对于 S 系以匀速 r 沿公共 z 轴运动，棒在 
S ' 系中 与/轴 的倾角为 〆 ，间棒在 S 系中多长？它与： C 轴的倾角为多少？ 

解： L 。 在 <系中分解为 〆 和/ 方向： 

Li = L。cos 〆 ， I/， = JL。sin (/. 

在 S 系中长度缩短（沿 x 方 向）： 

L x = Ll\/1 — .V/c 2 = L 0 cos (/ \/\ — v l /c l . 

y 方向长度不变， L , =1^=1。— 〆 . 故在 S 系中长度和与 x 轴的夹角分别为 

L = + U y = Lo[cosV(l-t/ 2 /c 2 ) -t-sinV] 1 ^. 

卜 arctan fe = arctan (cos^yf^77?) = arctan U^4 

4 6. 甲乙两人所乘飞行器沿: c 轴作相对运动，甲测得两个事件的时空坐标为; c , = 6 X 
10* m , yi = 2i = 0, = 2 X 10 _< s ; 工 2 = 12 X 10* m , = z 2 = 0, t 2 = 1 X 10 _1 s . 如果 

乙测得这两个事件同时发生于 r ' 时刻 ，问： 

(1) 乙对于甲的运动速度是多少？ 

(2) 乙所测得的两个事件的空间间隔是多少？ 

解： （1) 设乙相对于甲的运动速度为 I 由洛仑兹变换，可得乙测得这两个事件的时间间 

隔为 

(!2 —*1) - 2-( x 2 — XI ) 

- 广- —— • 

■s/\ — x/Zc 1 

按题意， *2-^=0, 代入已知数据得 

(h —ti)— ^•( 工 2 _ Zi ) = 0, 

(IX 10 -4 -2 X 10 -4 ) -p-(12 X 10 4 - 6 X 10 1 ) = 0. 


解得 u =- y =- 1. 5 X 10 8 (m • s _, ). 

(2) 乙所测得这两个事件的空间间隔为 



(^2 —Xi)— v(t 2 — ti ) 

(12 X 10 4 - 6 X 10 4 ) + 1. 5 X 10 8 (1 X l ( r * —2 X 10— 4 ) 
• v / l - o . 5 2 


= 5. 2 X 10* ( m ). 


4-7. 一支火箭在实验室坐标系 S 中匀速运动，在 S 中测出火箭沿运动方向的长度为原长 
的一半 ，问火箭相对实验室坐标系运动的速度是多少？ 

解：已知 L ' = jL , 由长度收缩效应 
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L' = L 0 \/1 — vVc 2 , 


'©D©® U3 


得 


= 0. 866c ； 


或 


v = 2. 6 X 10 8 (m • s _1 ). 


4-8. 原长 60 m 的火箭直接从地球以匀速起飞，一束光(或雷达)脉冲由地球发出，并在火 
箭的尾部和头部的镜上反射.如果第一束光(或雷达)脉冲发射后200 s 在基地回收到，而第二 
束脉冲在此后 1.74 p 收到， 计算： 

(1) 当第一束光到达火箭尾部时，火箭离地球的 距离； 

(2) 火箭相对地球的速度. 

解： （1) 光束来回一次共 200 s , 则单程为其一半时间，由此可知火箭离地球的距离为 
S = rf = 3 X 10 8 X 200/2 = 3 X 
(2) 地球上测得火箭长为火箭相对地球的速度为 t ;, 则 


L = L 0 \/1 — v z / c 2 , 

测得火箭头和尾的反射光束在时间上的差 At = ,经 2 L 长度， 

Af = 江 -— y/i — v 2 /c 2 , 

C — V C _ V 


代入数值 1. 74 X 10-« = , 

C 一 V 

解得火箭相对地球的速度为 


v = 0. 9 c = 2. 7 X 10 8 (m . s -1 ). 

4-9. 如果静止时 M 介子的平均寿命是 2. 2 X 1( T S s , 计算它在真空中衰变前走过的平均 
距离，假如 M 介子相对于观测者的运动速度是 （1)0. 9 c ；(2)0. 99 c ;(3)0. 999 c . 

解： 由时间膨胀效应，观测者测得 / i 介子的寿命延长， 


V i_ (f) 

它在真空中衰变前走过的平均距离为 



代入有关数值，可得 


…一 0.9cX2.2X10' 6 

( 1 ) w5 = — „ " 

-/l — (0. 9c/c) z 
m 0. 99cX2. 2X1Q- 6 
v/1 —(0. 99c/c) 2 


1. 36( km ) ， 

= 4. 60( km ), 



大学物理简明教程习题详解 


0. 999cX2. 2X10' 


-14. 70( km ). 


71 — (0. 999 W 

4-10. 一事件在 /, =0 时发生在惯性系 S 的原点，第二个事件相对于 S 系在 f 2 = 4 s 时发 
生在点 x z = 1.5X10 9 m, 求另一惯性系 S' 相对于 S 系的速度,如果在 f 系中， 

(1) 两事件同时 发生； 

(2) 事件 1 比事件 2 早 Is. 

解： （ 1) 两事件同时发生于义系，则 = 由洛仑兹变换可求得义系相对于 S 系的速 

度 V : 


〆 = /(△( —$△:)== 0, 


厶 f yAx = 0, v = c 2 • = c 2 • -; 

c Ax x 2 — Xi 

v — c z X i - 5 =" 0. 8c ~ 2. 4 X 10 8 (m ■ s— 1 )• 

( 2 ) 已知条件为△/ = 4 一 〆 1= l ( s ) - 1.5 X 10 9 m , 由洛仑兹变换得 

— -tAj ： (t 2 {x 2 — Xi ) 

_ c _ c 


Vl - t / Vc ^ 




4-v/c 2 X 1. 5 X 10 9 
\/1 — v 2 /c 2 


整理得 


26( 子）一 40( 予 )+15 = 0. 


v = 0. 89c , (对应于 t r z — t\ =一 1 ) 舍去； 
t; = 0. 65c, ( 对应于 〆 2 —〆 1 = 1 )• 

4 11. 一事件在 £ = 0 时发生在惯性系 S 的原点，另一事件相对于 S 系在 £ = 5 s 时发生在 
x = 1. 2 X 10 9 m, = z = 0 处 . 

(1) 在 S' 中两事件发生在空间的 N— 点，试求惯性系 S' 相对于 S 系的速度； 

(2) 在 S' 系中两事件的时间间隔是多少？ 

解： （ 1) 在 S 系中两事件的时空坐标分别为 

£i — 0, Xi ― 0, ti ^ 5, Xi == 1 . 2 X 10 9 m. 

两事件发生在 < 系中的空间同一点 ，= 0 . 由洛仑兹变换得 

厶 X' = y(Ax — vAt) — 0, 

则 V = ^ — X2 = - = 0. 8c. 

AJ U t 2 — 5 


(2) 


A/ - r Ax 

,_ c 

VI - 


^ XL2X1 ° 9 

'1 — ( 0 . 8) 4 
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得 

由 £ 》 m„c \ 可得 


由此得所求时间为 




:ci 一 


{ rn v c z Y 

2 E 2 


■，而* =手 


^ 2 ) 2 !' 1 一 dr, , (rn v c z Y 


2E 2 


丁 d r 

- 勿一 

J C _ 


1 + - 


2E 2 


# 4 15. 试求静止质量为 m 。 的质点在恒力 F 作用下从静止开始的运动速度和位移. 
解： 以质点静止时为计时零点,在恒力 F 作用下，由 


F 


dP 

di 




m Q v \ 
- v 2 /c z / * 


得 

解得 


Vl- v^/c 2 


=Ft. 


v = 


_ Ftc _ 

y/mlc 2 -\-F z t 2 


质点的位移 


vdt 


• t 

J o 


Ftc 


Vmlc 2 +F 2 t 2 


. 山 = 爹 (i/moc 2 + F z t 2 — m 0 c)- 


• 4-16. —艘装有无线电发射和接收装置的飞船，正以速度« = 0. 6 c 飞离地球，航天员发 
射一个无线电信号经地球反射,40 3 后飞船才收到返回信号，试 求： 

(1) 当信号被地球反射时刻，从飞船上测量地球离飞船多远？ 

(2) 当飞船接收到地球反射信号时，从地球上测量，飞船离地球有多远？ 

解 ： （1) 设飞船为 S ' 系，在地球反射信号时，地球离飞船的距离为 A〆 ， 则在 S ' 系中测 

量有 

2 X — = 40. 

C 

解得 Axi = 6. 0 X 10 9 ( m ). 

(2) 在 <系中测量，信号从地球反射回到飞船的时间为 

△ 〆 == 20( s ). 
c 

在这段时间内地球飞离飞船的距离为^以'，所以在飞船收到信号时，从飞船上测出同一时刻 
地球与飞船的距离为 

△j/ = c^t 4- u^t f . 


在地球上测量飞船离地球的距离为 
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△ 工 =-^ = (, C + M) 气 = (c + O. 6c) - 20 = j 2X 則 m) . 

V 1 -(f) (f) z V 1 t 2 ^) 2 

*4-17. 两个静质量均为 m 。 的质点进行相对论性碰撞.碰撞前，一个质点具有能量 £ lc , 
另一个质点是静 止的； 碰撞后，两个质点具有相同的能董 E , 并具有数值相同的偏角 fl . 

(1) 试用 E ,。 表示碰撞后每个质点的相对论性 动量； 

(2) 试导出以下关 系式： sin 0= 

M £10 + 3 m 0 c £ 

解： （1) 利用护= P 2 c 2 + m ? c 4 , 碰撞前后两个质点的能量守恒关系为 

E 10 + m 0 c 2 = 2E. 

由上面两式可得 


P = ^VE ! ~mlc* = 迅 。 +P〆 工 -mW = 2m 0 E 10 c 2 - 3m§c 4 . 

(2) 设碰撞前运动质点的动量为 h ，碰撞前后两个质点的动量守恒. 

P 0 = 2Pcos Q. 

由动量能量关系有 

P 0 = —mlc K . 

利用 （1) 题结果和上面两式，可以得到 

+ ^/Ef 0 — m\c K = + y/Elo -f 2m 0 E i0 c z — 3m 0 2 c 4 cos 6, 

, n _ / Ef 0 — mpc 4 

C ° S V 拉 。 + 2m 0 Ei 0 c 2 — 3m§c 4 • 

由此得 

sin 卜— 

* 4-18. 观察者 A 以 3 c /5 的速度 U 为真空中光速)相对于静止的观察者 B 运动，若 A 携 
带一长度为 L 、截面积为 S 、 质量为 m 的棒，这根棒安放在运动方向上，试 问： 

(1) A 测得此棒的密度为多少？ 

(2) B 测得此棒的密度为多少？ 

解： （1) 棒相对于观察者 A 静止, A 测得此棒的密度为 

_ m 

P ^ LS - 

(2) 根据相对论效应， B 测得棒的长度缩短. 


L' ^Vl-v 2 /c 2 - L. 
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棒的质量为 


y/\ — X / 2 /c 2 


所以 B 测得棒的密度为 

' _ rn _ _ m _ _ _1_ m 一 25 m 

9 ~ Us ~ LS(l-r>Vc 2 ) = '~ 7JV ' LS = 16 ' LS ' 

1 - [ T ) 

•419. 在 S 系中有一原长为 Z。 的棒沿: c 轴放置，此棒以速率 《 沿： c 轴运动，若有 一S' 系 
以速率 U 相对 S 系沿I轴运动，试问从 S' 系测得此棒的长度为多少？ 

解： 设棒相对 s' 系的速率为 U', 由洛仑兹速度变换关系得 



由长度收缩效应，在 s' 系中棒长为 


1， == s/ i _ (f) • 

由①、②两式可得 


① 


② 


: , =, lo x/(c z -u z )(c z -^). 

C — UV 


四、思考题解答 


4 1. 有一火箭以接近光速的速度相对于地球飞行，在地球上的观察者将测得火箭上的物 
体长度缩短，过程的时间延长,有人因此得出结论说 :火箭 上观察者将测得地球上的物体比火 
箭上同类物体更长，而 同一过 程的时间缩短，这个结论对吗？ 

答: 在火箭上的观察者看，地球上的物体长度缩短，因为地球上的物体相对于火箭作高速 
飞行.因而长度有收缩效应，时间延缓. 

4-2. 两个事件在一个惯性系中同地同时，在另一个惯性系中是否同地同时？ 

答：由洛仑兹变换:若在 S 系中 Ax = 0, At — 0, 则在 S' 系中 Ax' = y(Ax—wAO =0, a/ 

= — ^-Axj = 0, 即在另一个惯性系中也同时同地. 

4-3. 什么是静长？什么是原时？ 

答 ：与物 体相对静止的参照系中测得物体的长度为 静长. 在某惯性系中发生于同一地点的 
两事件的时间间隔称为原时.对其他惯性系来说，“静长”最长，“原时”最短. 

4-4. 长度的测量和同时性有什么关系？为什么长度的量度会和参考系有关？长度收缩 
效应是否因为棒的长度受到了实际的压缩？ 

答:在 和物体（如杆)相对静止的参照系中测杆长，可以在不同时刻测杆两端的坐标，而在 
相对于杆运动的参照系中必须同时读出杆两端的坐标，否则由于坐标随时间变化，测得的就不 
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是杆的 长度. 由狭义相对论的两个基本假设推出长度收缩效应，并非由于棒受到实际的压缩, 
而是测量的同时性的结果. 

4 5. 在相对论中，垂直于两个参考系的相对速度方向的长度的量度与参考系无关，为什 
么在这方向上的速度分量却和参考系有关？ 

答 ：当两 个参照系在; c 方向有相对运 动时; y 和 sr 方向的速度为 g 和由于时间的测量 

和参考系有关，故:V、 z 方向上的速度分量与参考系有关. 

4-6. 相对论动能公式与经典力学的动能公式有何区别和联系？ 

答:相对论动能= E — E 0 = (m — m 0 ) c 2 , 经典力学中 £* = Y mz,i >只有当质点的速度 
幻《 c 时，两者才一致. 

4-7. 什么叫质量亏损？它和原子能的释放有何关系？ 

答: 在核反应中，反应后粒子的总的静质量的减小称为质量亏损.这时有一定的能量释放 
出来， A£= Aw 2 , △£ 对应于质量亏损，原子弹和氢弹就是根据这一原理制造的，轻的原子核 
发生聚变反应或重原子核的裂变反应中都有质量亏损,因而放出大量能量. 

4 8. 对于不同的惯性系,两事件的时间顺序相同吗？ 

答:两 事件前因后果的时间顺序在任何惯性系中相同.设在 S 系中“因”事件 A 和“果”事 
件 B 之间的信号传播速度为在以速度^相对于 S 系作; c 方向运动的 S' 系中，此因果事件 
的时间间隔为 





(• r B —工八） 



1 _ w \ t B —t A 
c ' VI - V z /c l 


均小于 c, 故〜：和永远同号，保证了两事件在 S 和 S' 系中的因果时序相同. 





第五章流体力学 



一、内容提要 


1. 定常流动的连续性方程为 


pSv =常量. 

式中 P 为流体的密度 ,S 和 u 分别表示流管中任一横截面的面积和此处的流速.上式又可称为 
质量流量守恒定律. 

在不可压缩的流体中 ,(0 为常量，上式写成 

=常量. 


此式亦称体积流量守恒定律. 

2. 伯努利 方程： 


P + " Itw 2 + 傅 /i =常量 • 


上式表示作定常流动的理想流体中，同一流管中任一截面的压强、流速和髙度所满足的关系. 

3. 伯努利方程的应用： 

(1) 液柱下方小孔流速 =^/ 2 gh. 

(2) 驻点压强 Pa = Pa + 


4. 粘滞流体的能量 方程: 


pi + \p°' ^ PR^ 1 ' = p2 + + 1 


式中 1 为上游 ，2 为下游，•^为单位体积的流体从上游流至下游时流体克服阻力所做的功. 

5. 雷诺数民, R , < 1000,流体为层流 流动； 艮> 1 500为湍流，式中 r 为圆曹 
半径, 7 为流体的粘度. 

6. 泊肃叶定律 Q - , 

式中/、 i ? 分别为圆管长度和半径,/>,和九分别为圆管两端的压强. 

上式又可写成 0=^,2=^称为流阻. 

流阻串联时，总流阻 Z = Z , 十 Z 2 + …+ 乙； 

流阻并联时,总流阻2=(去+去+…+去 ) 1 - 
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二、自学指导和例题解析 


本章主要讨论理想流体的定常流动和粘滞流体的层流流动.要求熟练地应用定常流动的 
连续性方程和伯努利方程，掌握粘滞流体的能量方程和泊肃叶定律.在学习本章内容时要注意 
以下 几点： 

(1) 伯努利方程是作定常流动的不可压缩理想流体中截面足够小的同一流管中任一小段 
流体两端的压强、流速和高度所满足的关系，是流体运动中的功能关系式.若在流体中存在引 
起不稳定流动的因素，则方程不再成立,如习题 • 5-12 题即为一例. 

(2) 相对于不同的参照系，描述同一流体运动的流线形状及其分布是不同的.特别是，在 
某个参照系看来，流体作定常流动,在另一参照系看来未必作定常流动，反之亦然.例如，在流 

体中有一块木板相对地面参照系运动，如观察者与板一起运动时画出 _ 

的流线为定常流，则当观察者站在地面上观察时，木板周围的流体运 

动当属非定常流，除非流速既与时间无关,也与坐标无关 •，因 为经过以 

时间后，木板向前移动一段距离，木板周围的流体在空间各点的流动 >：：>：：：： ：>-： 

情况与 At 时间前不同. ： ： ： ： 

(3) 在静止流体中，等高处压强相等，而在流体运动时，等高处压 n 

强不一定相等，要由伯努利方程决定，例如在贮水池里插一根虹吸管， 

管内 B 点与水面上等高处的 A 点压强是不同的（如图 5. 1所示). 

Pa ^ Pb+ \p^ - 


例题 


例 5-1 —个宽大的玻璃容器的底部有一根水平的细玻璃管，内 
直径为 d = 0. 1 cm , 长/ = 10 cm , 容器内盛有深 /i = 5 cm 的硫酸，其 
密度 p = 1. 9 X 10 3 kg • nr 3 ，测得 1 min 由细管流出的硫酸的质量为 
m = 0. 66 X 10- 3 kg , 试求硫酸的粘滞系数 7 . 

解： 将泊肃叶公式应用于细管两端 



Q 


nr 4 

Shj 


( P \ 一 P 2) ， 


所以 V = ^ - 

上式中 


① 

② 


例 5-1 图 



③和④两式代入②式，得 


P2 = fJgh. 




③ 

④ 
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代入数值，得 


(1. 9 X 10 3 ) 2 X 9.8 X 0. 05 X 3. 14 X X 10 _!! j 4 X 60 


8 X 0. 66 X 10 -3 X 0. 1 


0* 04 (Pa • s ). 


例 S -2 如图所示，有一水壶的表面形状是旋转对称的，其对称轴沿竖 
直方向，壶底开有一半径为 r 的小孔，为使液体从底部小孔流出的过程中壶 
中液面下降的速率保持不变，壶的形状应怎样？ 

解： 取如图所示坐标系，竖直方向为2轴，水平方向为 x 轴，小孔中心处 
为坐标原点,水壶的形状由壶的水平截面半径与 z 的关系决定.设当液面离 
底面高度为 Z 时，液面的圆半径为: C , 此时液体从小孔中流出的速率为 X /,液 
面以恒定速率《下降，由伯努利方程，有 

y/w 2 = y/JM 2 +pgz- ① 

由连续性方程与^间有 关系： 

u • rcx z = v • jtr 2 . © 

由①和②两式可解得 

0 — 1)= 2 gz , 

当《为常量时，由上式即得 Z 与: c 的关系为 

ulCrW ) 

2 〆 - 

当 z 不太小时，可取 r 《 x ， 上式又可化简为 

uV 

Z = W 

古代用于计时的漏壶的形状即大体如此' 

例 5-3 在一横截面积恒定的水平油管中，相隔300 m 的两点压强下降 1. 5 X 10< Pa , 问 
每 m 3 的油流过长度为1 m 时能量损失为多少？ 

解： 设油管横截面积为 A , 则油管中长为 Z = 300 m 的一段油流过1 m 时能量损失为 

W = (p, -/. 2 )az 0 . 

上式中 l 0 = lm , 为油流过的距离.由此得每 m 3 油流过1 m 时能置损失为 

- = lr {h ~r )l ° = L 5 X 3oo° 4 x 1 - 50(J • m ' 3 



三、习题 觯答顏 


( 鞠义 ：■- 


51. 将内半径为 1. OX l ( T : m 的软管连接到草坪洒水器上，洒水器上装了一个有24个小 
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5-4. 如图所示,一水平管下面 装有一 C ； 形管，管内装有密度为 
〆 的液体，水平管中有密度为的液体流过，已知水平管中 
粗、细两处的横截面积分别为 s A * s B ，水流作定常流动，测得 u 型 
管中液面的高度差为 A , 求水流在粗管中的流速 a 

解： 在同一水平流线上取粗管 A 处和细管 S 处两点，应用伯努 
利方程 

pA + y/Ot；A = pB + 士 ! ， 其中 W = u. 

又由连续性方程得 

s A 

S A • v = SfiXJfl v B — * V. 

上式代入伯努利方程，得 



U 形管两边细管中的压强关系为 

Pa + pgh A = p B + pgh B + pgh , 

式中 h 、 分别为 A 、 S 两处的管中心到 L ； 形管两边液面的高度.因此 

Pa~ p B = pg(.h B —h A ) + pgh ——pgh +pgh = {p — p)gh. ② 

由①、②两式解得 

Y^ 2 [(|；) _1 ] = ^P-P^h, 



5-5. 液体在一水平管道中流动，如图所示, A 和 B 处的 
横截面积分别为 Sa * S B ，管口 B 和大气相通,压强为/»。，已 
知管中液体的体积流量为 Q , 若在 A 处用一细管与容器相 
通，问当 A 为何值时能将下面容器中的同种液体吸上来？ 

解： 连续性方程和伯努利方程用于 A 、 B 两处，得 



SaVa = SbVb » ® 

习题 5-5 图 



+ Pa = + pB , 


② 

由题知 

pB = Pc . 


③ 

由① 、②、③ 三式得 

/ = 1^1 [( l ^) 2 - l ]. 


④ 




习题 5-4 图 
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下面容器内管外液面压强为 九 ，它和 A 点压强之间如满足如下 关系： 

po — pA ^ f^h , ⑤ 

则可吸出容器中液体.流量与流速关系为 


Q — SbVb^ 


⑥ 


⑤、⑥两式代入④式，得 


h < 


g 




5 6. 利用一根跨过水坝的粗细均匀的虹吸管，从水库里取 
水，如图所示，已知水库的水深 h A = 2 . 00 m , 虹吸管出水口的高度 
/ifl = 1. 00 m , 规高= 2. 50 m , 设水在虹吸管内作定常流动. 

(1) 求 A 、 B 、 C 三个位置处管内的 压强； 

(2) 若虹吸管的截面积为 7. 00 X 10— m 2 ,求水从虹吸管流出 
的体积流量. 

解： （1) 取虹吸管为流管，由伯努利方程，得 



Pa +pgh A + = pB +^8 + y/wl = pc +pgh c + y/iWc 


① 


注意式中 h 为管内压强，由于管子粗细均匀，由连续性方程，有 

V A — V B = v c . ② 

B 点在管口， p B = P 。 ‘ ③ 

由上面三式联立，得 

Pa = Pb — pg{h A — h B ) = p 0 — pg(h A —h B ) 

=1.013 X 10 5 — 10 3 X 9.8(2 - 1) = 9. 15 X 10 4 (Pa), 

pc = po-pg(h c -h B ) = 1.013 X 10 s —10 3 X9.8(2.5 —1) 

= 8. 66 X 10 4 (Pa), 

Pb = Po = 1. 013 X 10 5 (Pa). 

(2) 取一条流管流经水库液面和管内等高处的 A 点，由于高度均为液面处 0, p 
=九，应用伯努利方程得 


Po = pA + 飞 

即 v\ = 2{Po~ p A )/p= 2(1. 0 1 3 X 10 5 - 9. 15 X 10 4 )/10 3 , 

得 = 4. 43 m • s _l . 

流量为 

Q = Sv A = 7.00X 10— X 4. 43 = 3. 1 X 10 -3 m 3 • s _, . 


5-7. 如图所示为一封闭贮槽,液体经 A 管流出，贮槽壁有一细管 B 与大气相通，使贮梢 
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内与 B 管相接处的压强保持为 一个大气压. 设贮槽直径 D , =0.8 m , A 管直径 D 2 = 0. 025 m , 
贮槽内开始时液面离 A 管的髙度 H = 1 400 mm , B 管和 A 管相距 A = 300 mm , 试求： 

(1) 液面离 A 管的高度大于 A 时，液体从 A 管流出的 
速度； 

(2) 液面离 A 管的髙度从 H 下降到 A 所需的 时间； 

(3) 如果贮槽是开口的，则情況又如何？ 

解 ： （1) 由题意，与 B 管相接处的压强保持大气压，/ 

=/>0 = 1 atm . 在液面离 A 管的髙度大于 A 时，由于 B 处维 
持在大气压强, A 处流速不变，因而 B 处的流速不变，找一根 
由 B 处到 A 处的流管计算，则由伯努利方程有 

Po + pgh + ~ Pa + , 

由连续性方程， v B ' S K = VaSa , 

即 Vb ' = Va ' n ( 警） ， 



习题 5-7 图 

① 




② 


两式联立，解得 


Va 



n 02 /2 X 9. 8 X 073 
V 0. 8 4 - 0. 025 4 


2. 42 (m • s 1 )• 


(2) v B = ^ v A = X 2. 42 = 2. 36 X 10~ 3 (m • s - '). 


H 一 h _ 1.4 一 0. 3 
W = 2.36 X 1( T 3 


= 4. 66 X 10 2 (s). 


(3) 贮槽开口，设液面处为 £, 则 £ 处为大气压/ > 。，以 A 处为坐标原点，向上为 J 轴正方 
向，当液面处在: y 位置时，由伯努利方程，有 


由连续性方程得 


po + pgy + y/WE = />。+ 



M 苧） • 


由③、④两式，解得 




2gy 

-Di' 


③ 


④ 


M V E 


— f ， 代入上式，得 
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dt 



化为积分式： 

J 。 d\ Vzg 」 H v5" 

得 - 作 -彻七 s ( ⑹ 

= Vo x = 294 ⑷ • 

5-8. 一注射器水平放置,其活塞的横截面积为 S , = 1.2 cm 2 , 喷口的面积为 S 2 = 0.1 mm 2 , 
如用 F = 4. 9 N 的力推活塞，使活塞移动 Z == 4.0 cm , 则注射器中的液体流尽，问液体从注射 
器中流尽所需的时间是多少？（略去活塞与管壁的摩擦,设流体密度为 (0= 10 3 kg • m - 3 ) 

解： 设活塞移动速度为％，喷口出射速度为％,由连续性方程得 

v\ Sj = v 2 S 2 , ① 

由伯努利方程，得 po + ^- + = Po + - ② 

两式联立，解得 


Vi 


2 FS! 


f pS,(Sf~s!)' 


如液体为水,则流尽所花时间为 

I _ I IpSi (S? - st ) . is, f^7 

SIV^^F sTVz ? 

4 X 10 -2 X 1.2 X 10 -4 /10 3 X 1. 2 X 10~* r 、 

= — 0.1X10- — V ― 2XT9 — = 5. 3 ⑷. 

5-9. 血液是粘滞流体，为维持血液的流动，心脏必须做功.已知主动脉中的平均血压为 
100 mmHg , 平均血流速度为 0. 4 m • s _1 ，心脏每分钟输出的血量为5 000 mL , 求心脏每分钟 
在体循环过程中所做的功.（体循环中，血液由左心室流出，经动脉、毛细管、静脉回到心脏的右 
心房 •） 

解： 由实际流体的运动方程，单位体积的血液由左心室流到右心房的过程中因粘滞作用 
而消耗的机械能 w 为 


yu = (pi +pgh, 4 - -^pv\ ) — (p 2 + pgh 2 + -^p^l ), 

式中 u « 应等于心脏对单位体积血液所做的功，位置 1 和 2 分别代表左心室和右心房，因这两 
个位置高度相差无几，可认为 A ,〜 A 2 ，又由于血液到达静脉时速度已很小，可认为血液回到 
右心房时巧0，同时，在右心房处，血压/>2 «» 0,于是，上式简化为 
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以 = 100 mmHg = 1. 33 X 10 4 Pa ， p 々 10 3 kg • m "" 3 及 ％ = 0. 4 m • s— 1 代入上式，得 
xo = 1. 33 X 10 4 + i X 10 3 X 0. 4 2 = 1. 34 X lO^J - m -3 ). 


心脏每分钟输出的血量为5 000 mL = 5 X 10~ 3 m 3 ,所以心脏每分钟做功为 

W = 5 X 10 -3 X 1. 34 X 10 4 = 67( J ). 

5-10. —半径为 3. 0 mm 的小动脉血管内出现一硬斑块，此处的有效半径为 2. 0 mm , 平 
均血流速度为 0. 5 m / s ， 求： 

(1) 小动脉血管内未变窄处的平均血流 速度； 

(2) 变狭窄处会不会发生湍流？已知血液的粘度 7 = 3.0 X 10- 3 Pa • s , 密度/>= 1.05 X 
10 3 kg . m -3 . 

(3) 血管狭窄处血流的动压强. 

解 •• ⑴由连续性方程 


Si = V2S2 , 


式中 A '% 分别表示未变窄处和变窄处的动脉血管中的流速， S , 、 S 2 分别表示它们的横截面 
积，由上式得 


=|. 2 


；! X 2. 0 2 
irX3. 0 2 


X 0. 5 = 0. 22(m • s _1 ). 


(2) 雷诺数 


R, 


pv t r 2 = 1. 05 X 10 3 X 0 . 5 X 2 X 10— 
rj 3. OX 10 -3 

< 1 000, 故不会发生湍流. 


350, 


(3) 血流的动压强 

/>动 = ^-pul = y X 1. 05 X 10 s X 0. 5* = 131. 3 ( Pa ). 

•5 11. 如图所示，一泵在 A 处抽水，水平稳地流动，在 B _ 

处的流速是 20 cm - s-.B 处截面积是 6 cm 2 ,C 处截面积是 A 

1.0 cm 2 , 求流体压力计中水银柱高度 A. 

解： 水管是水平的，所以无势能变化，由连续性方程得 


'C P, 

h 


Pn B 


vcSc = VbSb 1 


习题 5-11 图 


即 


Vc 


¥ c vb - 


pB 一 Pc 



由伯努利方程得 
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压力计中水银高度和压强的关系为 


PB — PC =( 户水银 —P)gh • 


由以上三式可解得 

^ 「 (l 5 ) 2 — 1 ] 10 3 x(0.2，[(+) 2 -i — 

h= 2九水二一 P) = 2 X 9.8(13.6-1) X -103 勿 5 . 7 (匪) 

•5 12. 如图所示，设有一均匀的 [/ 形管，在其底部有一隔膜，两个管内 
盛有不同高度的相同液体.现在设想在隔膜上穿一小孔，使流体从左管流向 
右管. 

(1) 试证将伯努利方程应用到点“1”和点“3”处将得到与事实矛盾的 
结果； 

(2) 试说明为什么伯努利方程在这里不适用. 

解： （1) 过1，2, 3点作一流线，对1和3点列伯努利 方程： 

/ >i + + pgh t = p 3 + y/W? + pgh 3 . 

因为 pt = Pi = Pa (大气压)•又根据连续性方程，得 




2 隔膜 

习题 5-12 图 


忍 1 = %. 


由以上关系式得 


h \ = A3 . 


这与题意 M 矛盾. 

(2) 因为液体通过隔膜2的小孔时，产生流速不稳定的非定常流流动，与伯努利方程成立 


的条件之-稳定流动相违背，因此在这里不能应用伯努利方程 • 

•5-13. 如图所示,水流过 A 管后分成两支流 B 和 C , 已知三管 
的截面积分别为 Sa = 100 cm 2 , S B = 40 cm 2 , S c = 80 cm 2 ; A、B 两 
管的流速分 别为％ = 40 cm • s " 1 和 叫 = 30 cm • s _1 , 试求 C 管中的 
流速 Po 

解： 根据连续性方程应有 

= S B V B + S c v c 



S A v A ~S B v B (100X40 — 40X30) X1(T 6 oc/ ... _- 1N 

Vc - S ； - Toxio^ - 0.35(m- s ). 

*5-14. 某水手想用木板抵住船舱中一个正在漏水的孔，但力气不足，水总是把板冲开 -B 
来在另一水手的帮助下，共同把板紧压住漏水的孔以后，他就可以—个人抵住木板了，试解释 
为什么两种情况需要的力不同？ 

解： 由伯努利方程可知，小孔喷出的水的速度为 v = V 2 gh , 未盖木板时，在 Af 时间内小 
孔流出的水的质量为 
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Am = fSvbX. 

式中 S 为小孔面积,这些水具有的动量为, 

△ 尸动 = vAm = pSv 2 At. 

从而板要挡住水流须 受力： 


F = = pS - v 2 = 2 pghS . 

盖住小孔后木板仅须承受流体静压力， 

F 7 = PS = pghS . 

所以 F ' = F /2. 

即盖住小孔后顶紧木板所需的力小了. 

' 515. 匀速地将水注入一容器,注入的流量为 Q = 150 cm 3 . s _1 ;容器底有一面积为 S 
= 0. 5 cm 2 的小孔，使水不断 流出. 求达稳定状态时，容器中水的深度. 

解： 根据连续性方程，注入的流量应等于流出的流置，设小孔流速为 v 2 ，则 

Q = Sv 2 . ① 

对容器底部小孔处和容器的水面应用伯努利方程，设水深为水面流速切〜0,则 

po +pgh = p 0+ \ p ^ i - ② 

由①和②两式可解得 

,_ _ (150 XKT 6 ) 2 __ , . 

— 2 gS 2 ~ 2 X 9.8 X (0. 5) 2 X 10 ~ S — 0 . 46 (m 入 

四、思考题解答 

5 1. 试简要叙述下列各种名词所代表的物理 意义： 

(1) 可压缩流体与不可压缩 流体； 

(2) 理想流体与粘滞 流体； 

(3) 定常流动与不定常 流动； 

(4) 层流与湍流. 

答： （1) 流体的密度保持不变的称为不可压缩流体，一般液体可看作是不可压缩流体.密度 
可变的则称为可压缩流体，如气体是可压缩流体,但考虑气体流动的许多问题却可视为不可压缩. 

(2) 无内摩擦力或无粘滞性的流体为理想流体，有内摩擦力的称为粘滞流体. 

(3) 如果空间各点的速度 w 不随时间变化，则称这种流体的运动为定常流动.在定常流动 
中，各点压强和密度等物理量也不随时间变化.反之，流体在流动时空间各点的速度随时间变 
化,则称为不定常流动. 

(4) 流体分层流动，各层互不混杂，只作相对滑动，这种分层流动称层流.当流速增大时， 
层流状态被破坏，流体就作不规则流动，各点速度有横向分量,这样的流动称湍流. 
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5-2. 伯努利方程的适用条件是什么？ 

答： 伯努利方程适用于不可压缩的理想流体作定常流动的情况. 

5-3. 若两只船平行前进时靠得较近，为什么它们极易碰撞？ 

答： 由连续性方程加=常 fi , 河道窄处流速 w 大，又由伯努利方程， \pv l +p = 常量， 

即 w 大处/>小，当两船平行靠近时，当中水道甚窄， P 较大, P 较小，故外侧压强大于内侧压强， 
使两船吸拢，极易相掩. 

5-4. 如图所示为一喷雾器，从 D 管吹气，气体经小口 B 喷出时， 

便将容器中的液体由 A 管吸出，并吹成雾状飞散，试说明其原理. 

答： 由洳=常量， B 处 u 大，又由=常最知 B 处户小 

于 D 处，只要此处/«足够小，便可使 A 管中液体上升流出，并被气流 
吹成雾状. 

5-5. 虹吸现象在真空中是否可能实现(假设液体分子间的内聚 
力可忽略）？为什么？ 

答： 在真空中不可能存在虹吸现象.如图所示，设液面面积很大， 

液面流体的流速可视为零. 

在液面上取一点管中与 A 点等高处取一点 B ,若存在虹吸现 
象，则应满足伯努利 方程： 

Pa = Pb ~^P v b 思考题 5-5 图 

真空中~ 0 ,通常条件下> 0，因此应有 f B = 0，即管内不可能有流体流动. 

5-6. 如图 ( a ) 所示，虹吸管的段中水由低处向高处流，其动力是什么？如果 B 处为虹 
吸管的出水口（见图 （ b )), 水能否到达 B 处？ 




思考题 5-6 图 （ a ) 


A 

3 

1 

L 





思考题 5-6 图 （ b ) 


答： 虹吸管的段中水由低处向高处流，其动力即 A 、 S 两点的压强差，因为 A 处压强为 
大气压，而按照伯努利方程，当虹吸管正常运行时， B 处压强小于大气压.而在思考题 5-6 图 （ b ) 
情形, A 、 B 两处压强均为大气压，应用伯努利方程，由于 B 处高度大于 A 处,会得到流速为 
虚数的不合理结果.事实上此时由于 B 处势能高于 A 处，而压强又相等，无法形成向上的 
水流. 

5-7. 在定常流动中，空间任一确定点流体的速度矢景 w 是恒定不变的，那么，流体质元是 
否可能有加速度？ 

答： 流体质元可以有加速度，因为空间不同位置处的》不同，质元必须经过加速才会变到 
另一个速度. 












第六章气体分子运动论 


_、内容提要 

1. 理想气体状态方程 pV =^ RT , 

i ? = 8. 31 J • mol ^ 1 • K -1 . 

2. 理想气体压强公式 p = , e K = -|-m v 1 . 

压强和温度的关系为 p =- nkT ， 々= 1. 38 X 1( T 23 J • K — \ 

3. 温度的统计意义 i K = ^ kT . 

4- 麦克斯韦速率分布律 

^ = f ( v)dv = 4 兀( 2 二 - )* 1,2 dt, - 

麦克斯韦速率分布函数 

f(v) = 铋(^广一 • 义 

分布函数的归 一 化条件为 j " f (, v)dv = 1. 

5. 三种速率 

最概然速率 ％ =将 

平均速率 5 = J ^ = J ^， 

v izm V TZfi 

方均根速率 ^^/~- 

6. 重力场中的玻耳兹曼分布律 n = n 0 e — k/iT . 

大气压随高度的变化 p = p 0 e -™** / * T . 

7- 麦克斯韦-玻耳兹曼分布律 

3/2 

dN = ”。 ( ) e_<，K+ * p>/ * T • dt^dt^dx^drd^ydz. 

8. 能量按自由度均分定理:在温度为了的平衡态物质中，分子的每一个自由度都具有相 
同的平均动能 
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每个分子的平均总能量为 e = i (/ + r + 2 s ) kT 9 

t ， r ， s 分别为平动、转动与振动自由度. 

对单原子分子， ^ = 3,5 = r = 0,€ = ; 

对双原子分子 ， t = 3, r =2,5= l,e = (髙温 下). 

9. 一摩尔理想气体的内能为 U = ^(t + r + 2 s ) RT y 

定容摩尔热容量 C v = j(Z + r + 2 s ) 尺. 

10. 分子的平均碰撞频率 Z = -/2 Kd z rw 9 

分子的平均自由程 A = - J — = - p ^—. 

^/2 nd 2 n <>/2 nd z p 

N 0 个分子中自由程大于 Z 的分子数 N = N 0 e - r . 

11 ■粘滞一动量输运 dP =— + 〆 (普) . dSdr . 

12. 扩 散一质 量输运 dM =-^" (砮) dSdi . 

13. 热传导一能量输运 dQ =— ~ pc v xiX jdSd ；. 

二、自学指导和例题解析 

本章要求掌握理想气体的微观模型，熟悉统计平均的概念和掌握求统计平均值的 方法； 要 
理解气体压强的统计意义和温度的微观 解释; 理解单个分子运动所服从的力学规律和大量分 
子的运动所服从的统计规律性之间的关系，了解统计规律必然伴随着涨落 现象; 学会用麦克斯 
韦速率分布函数求与分子热运动有关的物理量的平 均值； 窣握玻耳兹曼分布律和粒子在重力 
场中按高度的 分布； 掌握能量均分定理等.在学习本章内容时，应注意以下 几点： 

(1) 为使统计平均值稳定，观测分子运动时所取的体积元 dV 必须是宏观小而微观大，观 
测时间 df 必须是宏观短而微观长.所取的小体积从宏观上看足够小，能使求出的宏观量准确 
地反映该处的宏观性质，从微观上说，小体积要足够大，里面有足够多的分子，这样，对统计平 
均值的涨落才可 忽略； 宏观上观察时间足够短才能充分表现宏观 M 在任意时刻的数值，而微观 
上观测的时间足够长才可使微观上随时间的变化情形在宏观上不显示出来•例如，在小体积 
dV 中，从微观上看，在任何短的时间内均有许多分子出入于 dV 内，因而 dV 内的分子数是涨 
落不定的，但从宏观上看，在宏观短的时间内进入 dV 的分子数与离开 dV 的分子数相等，因而 
dV 内的分子数是恒定的. 

(2) 温度是标志物体内部分子无规则热运动激烈程度的 一 个物理最，由5 = j - kT 可知， 

温度是大量分子热运动的宏观表现，具有统计的意义，个別分子的运动不适用温度的概念. 

(3) 当宏观条件确定以后，系统的微观状态并没有完全确定，各种可能的微观状态很多， 
它们各以一定的概率出现，从而导致了统计规律性. 
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(4) 平衡态与稳定态是不同的，例如一根金属杆的两端分别放在两个不同温度的大热源 
中，虽然杆上各处有不同的温度，但对于某一确定点来说，其温度是确定的，这时，杆处在一个 
宏观性质不随时间变化的稳定状态，但不能说是平衡态.只有不受外界影响的稳定态才是平衡 
态，这时必定不存在能景传递和物质交流，即平衡态中不存在输运. 

(5) 麦克斯韦速率分布函数 /( T ；) 的物理意义是表示分布在速率 u 附近单位速率间隔内 
的分子数占总分子数的比率，若用 N 表示一定量气体的总分子数， dN 表示速率分布在 

t /+ ch ; 区间内的分子数，则 /( W 可表示为 


f{v) 


dN 

Ndi ' 


必须理解以下各式的物理 意义： 

a . /(〃) cb 表示分布在速率 1 »附近 dv 间隔内的分子数占总分子数的比率. 

b . N /( Wdw 表示分布在速率 t / 附近 ck / 间隔内的分子数. 

c. p/(x<)dx ； 表示分布在速率％—%区间里的分子数占总分子数的比率. 

d. pN/(t；)dv 表示分布在速率 k ,— 切区间里的分子数. 

J Vj 

e. 表示分布在速率％— 1; 2 区间里的分子的速率总和与总分子数的比. 

J V 1 

f . 加表示分布在速率 a — %区间里的分子速率的总和. 

J V' 

f ^ 2 vf(v)dzj N [* 2 vf(v)dv 

g . "7^ = » 

f(v)dv N f(v)dv 
J tij J Wj 

上式右边的分母表示 A 到 u 间的分子总数，分数的分子表示同一速率区间内的所有分子的 
速率之和,所以上式表示速率在 n 到％区间内的分子速率的平均值. 


例题 

例 6-1 用麦克斯韦速率分布证明，速率和平均能量的涨落分别为 

在证明过程中，可以利用以下的递推公式和积分公式： 

h = J o e-*: 2 ?dr = n ^I „- 2 ， 

h = _ L'〜 !dr = H 

A = J 。 e ' ax2 xdx = 去 . 


证：利用 
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v 2 = t? f{v)dv 


3 kT 


可得 


而 


? =(- 


[v-vY - (X/ 2 — 2to+ 石 2 ) =V-v 2 = —- — = ^( 3 --?-) 

m nm m \ 丌 / 




u 4 di ;. 


设 a = ，上式化为 


— „2 3/2 r«> 2 

£ 2 = e - x 6 dx , 

Jo 


h 


eT axZ x 6 dx = ^-r ―- - l 4 
ca 


2 a ^ 


& =誤 .与。■丄反 


(2 a ) 2 2 a 0 (2 a ) 3 2 V a - 


代入得 


因此 




n 2 a vt 15 [ V = 15 

' ie 7 V 7 _ T 


( kT ) 2 . 


(e-e) z = ( e z -2ee+e z ) =7-e 2 = ^(kT) 1 - (\kT^ = 吾 (* 丁 ) 2 . 

例 6-2 — 容器被 一隔板 分隔成两部分，其中气体的压强分别为/ >, 和 p 2 , 而温度都是7’， 
摩尔质量都是隔板上开有一面积为 S 的小孔，若小孔是如此之小，以致于分子从小孔射出 
或射入对每部分气体平衡态的扰动都可以忽略，试证每秒通过小孔的气体质量为 




证： 由题意，小孔很小，分子从小孔出入不影响气体的平衡状态，这样，每一部分气体在单 
位时间内通过小孔射出的分子数就等于未曾有孔时在小孔面积上碰撞的分子数，已知每秒钟 

能与面积为 S 的器壁相碰的分子数为(见本章习题 6-11 解答），若气体分子的质量为 

饥，则这些分子的总质 M 为 fniJSm . 设隔板两边气体分子的数密度分别 为〜和 〜，并假定隔 

板两边到达小孔的分子都能通过小孔，则每秒钟通过小孔的气体质量等于两侧气体通过小孔 
的分子质 M 之差，即 

M=|n 1 zSm-|n 2 xSm = | s - 
(户 , 
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这些热量由冰面散发到大气中. 

若在&时间内所散发的热量能使冰层的厚度增加则必有 


dQ—AjodV^ApSdx. 


② 


由①、②两式得 


将上式两边积分 


即得 


«dl = Xpxdx. 




Kt — ， 


pXD 2 = 9. 2 X 10 2 X 3. 35 X 10 5 X 0. 01 
2 k 2 X 2. 09 


= 7. 37 X 10 5 ( s ) 8. 5( d ). 


例 6 - S 设地球大气层是等温的， T =300 K ， 一氢气球自地面上升，当其体积变为在地面 
的 1. 5倍时，它所处的高度 A 是多少？假设在上升过程中氢气球内外的压强时时相等,空气的 
平均摩尔质景为 28. 9 X 10 -3 kg / mol . 

解： 设地面压强为九，气球体积为 V 。，在高度/^处压强和体积为 p 和 V . 由等温过程 


由等温气压公式 

即 

将①式代入，得 


PoV 0 = pv ； 

P = , 

h = —In 
f^g P 


① 

② 


L _ RT , V _ 8.31 X 300 1. 5 V 0 

^ = ^ ln V ； = 28. 9 X 10-» X 9. 8 in 

= 3. 57 X 10 3 ( m ). 

例 6-6 使银原子淀积到玻璃基板上.已知银原子具有动能 £=10 — s J , 冲击玻璃基板时 
产生的压强为 0. 1 Pa . 试问在单位时间内玻璃基板上的银原子层增厚多少？银原子的摩尔质 
量为 0. 108 kg / mol , 密度为 p =\. 05 X 10 4 kg / m 3 ，并设毎个冲击基板的银原子都沉积其上而 
不反弹. 

解： 设 N 为单位时间淀积在玻璃基板单位面积上的银原子数， dr 时间淀积在 dS 面积上 
的银原子质量为 

M = mNdtdS = pdS • zdt , 

式中 r 为单位时间内银原子层增长的厚度.由上式得 
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f. ① 


这些原子的动量为 


户动 = mvN dtdS ； 


银原子淀积后动量变为零，因此给玻璃基板的冲量为 

Fd? = Pfh —— mvN dtdS ; 
从而得银原子对玻璃基板的压强为 


P = 


F 

dS 


mvN. 


由 

得 

由①〜③式得 



② 


③ 




2EN a 


0 . 1 / 0. 108 
1. 05 X 10 4/ V 2 X 10 ' 15 X 6 X 10 23 


= 0. 9( 户 m/s). 


三、习题解答 

6-1. 某实验室的真空室中可获得的最低压强是 1. 01 X 1(T 8 Pa , 试问 ：在此 压强和 300 K 
温度下，1 cm 3 体积内有多少个分子？ 

解： 由压强方程 


pV = nkT ， 


得 


择= 


1.01 X 10 一 8 X 10~ 8 
1. 38 X 10 -23 X 300 


2. 43 X 10 6 (个） • 


6 2. 有一容积为 V 的容器，中间用隔板分成体积相等的两部分，每部分分别有质量为^2 
的分子和 n 2 个，它们的方均根速率都是％, 求： 

(1) 两者的密度和压强各为多少？ 

(2) 取走隔板，平衡后最终的密度、压强是多少？ 

解： （1) 按密度定义 (0= ¥， 



pV = NkT 


2mN, 

~V~ 


，同理内 = 


2 mN 2 



v 1 


-Nm 
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2L = _ e -32X10 -3 X9.8X3 600/(8. 31X300) _ g 4> 

n 0 

6-13. 已知单位时间内气体分子对单位面积器壁的碰壁数为 w = ^ = j - rw , 若一宇宙 

飞船的体积为 V = 27 m 3 ,舱内压强为 po = I atm, 温度为与石= 300 m • s _1 相应的值，在飞 
行中被一陨石击中而在壁上形成一面积为1 cm 2 的孔，以致舱内空气逸出.问需经多久舱内压 

强降到/> = - Po ? 假定该过程中温度不变. 
e 

解： 由已知条件，单位时间从单位面积的孔中跑出去的分子数为而，则在面积为 S 

4 

的孔中 dr 时间内跑出去的分子数为舱内减少的分 子数： 

dN =—• Sck, ① 

4 


由 P=^ T = 得彔=篆=\， ② 

N, N 0 分别是压强为/>和/>。时舱内的分子数.①式改写为 


dN ^~ TV ^ Sdt ' 



dN 

—— 

N 

-■^vSdt, 

两边积分 

f N dN 

L 。 y = 

;普， 

得 

1 N 
ln N ； ： 


用②式代入上式得« 

_ In N/N 0 __ In e -1 

1V _ 4V _ 4X27 

一 vS/ 4V 一 iaS 

vS 300 X 10~ 4 


= 3 600(s)(= 1 h ). 


6-14. 热水瓶胆的两壁间距为 W = 5mm, 中间是 t == 27°C 的氮气 ，氮分子有效直径= 


3. IX 10- 10 m, 问瓶胆两壁间的压强应为多大才能起到较好的保温作用？ 


解： 当瓶胆中的分子平均自由程大于双壁间的距离时，热导率随压强降低而变得很小，可 
保证其隔热作用.即 

W < A = — feT — , T= 273 + 27 = 300(K). 

^/2 nd 2 p 


kT = 1. 38 X 1Q~ 23 X 300 

yf2izd 2 W ~ y/2n(3. 1 X 10 一 10 ) 2 X 5 X 10~ 3 


=1.94(Pa). 


或 p < 工 X 760(tnmHg) = 1. 5 X 10— 2 (m m Hg). 

6-15. — 容积为 10 cm 3 的电子管，管内空气压强约为 6. 67 X KT* Pa, 温度为 300 K, 试计 
算管内全部空气分子的平均平动动能的总和、平均转动动能的总和及平均动能的总和各为 
多少？ 

解： 设管内总分子数为 N, 由 
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得 


N = pV ； = 6. 67 X 10~ 4 X 10~ 5 
~ kT ~ 1. 38 X 10 -23 X 300 


1. 61 X 10 u ( 个） • 


空气分子可看成是双原子分子，常温 (300 K ) 下平动自由度为3,转动自由度为2,总自由度为 
5,根据能量按自由度均分定理，可得分子的平均平动动能之总和为 


5平=吾 NAT = -|- X 1. 61 X 10 11 X 1. 38 X 10 -23 X 300 = 10- 8 ( J ). 


分子的平均转动动能之总和为 

= jNkT = 1.61 X 10 12 X 300 X 1.38 X 10 _a = 0. 67 X 10 _, ( J ). 
分子的平均动能之总和为 


e * = Y NkT = y X 1. 61 X 10' 2 X 1. 38 X 10 -23 X 300 = 1. 67 X 10 8 ( J ). 


6 16- 设体积为 V 的容器内盛有 质童为 M , 和 Af 2 的两种不同单原子理想气体，此混合气 
体处于平衡态时两种气体的内能相等，均为 E , 试求两种分子的平均速率 f 和 G 的比以及混合 
气体的压强. 

解： M 2 的平均速率及比值分别为 



8 RT 

7 C "】 


nfxi 


已知两种不同气体的内能相等，即 




[ ； = 也 .Art = 也 • --RT = E, 

fM 乙 fJL2 2 

得 

代入①式得 

由状态方程及内能公式 

p x V = ^-RT, E = 4 ^-RT, 


fM Mi 

= /^T = 

v 2 V "1 



得 e = | p , v , P , = II ， 

同理 ，对吣 有 p 2 = p . 

混合气体的压强为 


① 


② 
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P = Pi Pt = -^y. 

# 617 . 导体中自由电子的运动可看作类似气体分子的运动(故称电子气).设导体中共有 
N 个自由电子，其中电子的最大速率为 w F ( 称为费米速率）.电子速率在 m —w + du 之间的 
概率为 


dN 

N " 




nvr w 

lo 


1 du (0 ^ ^ u F ), 

(w > m f ). 

(1) 用 iV 和 W 定出常量 A ; 

(2) 求电子气中电子的平均平动动能 17. 已知电子质量为 m . 
解 ： （1) 由归一化条件 

4ttAuf 


f(u)du = J F ^^u 2 du 


3N 


得 

(2)5 

这里 E F = 


A 


3N 

4 nup 


i u 2 = u 2 f(u)du — -|-mj F u 2 • ~~u 2 du 

为费米能量. 


= y 


e f . 


• 6 - 18 . 有 N 个粒子，其速率分布曲线如图所示.当 1 ；> 2 %时， f ( v ) = 0. 

(1) 求常数 a ; 

(2) 求速率大于 X ；。和小于％的粒 子数； 

(3) 求粒子的平均速率. 

解： （1) 由归一化条件 

f 2v 0 

f ( v)dv = I 

Vq 


f(v)dz 


^ f(v)dv ^ j* ° • t;dt; + f 。 

J 0 Vq J v q 

Y v o + ai / 0 = 1 ， 


adv 


得 


2 

3^* 



(2) 速率分布函数为 


/( 幻） 


a 2v 

_ V = TT ~7 
Vq 

2 


(0 <v<v 0 )， 




速率大于％的粒子数为 


f2v 0 f2v 0 

Ni = Nf(v)dv = 

J V 。 J % 


N • -^dv 
3v 0 


-N. 


速率小于 X ；。 的粒子数为 
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切 =_ vio + 2 v Z0 = 一 ( — I；) + 2 V = v-h 2 V . 

可见，分子与活塞每碰撞一次，速率净增 2 V, 则分子在气缸中来回运动速率的时间变化率为 

Vv 


因 x = x 0 — Vt , 
将②式代入①式得 


dv 2 V 

dt ~ 2 x/v 


dx—^Vdt 


① 


② 


dv 


cLr 


两边积分 


r 亞=一 r 
K v 


dx 


ln S = ln ?• 


因此得 


JOV = J ： 0 v 0 . ③ 

(2) 分子与器壁每碰一次产生的动量改变 AP 为 2 m ( p + v ), 经历时间为〜 as 2; c / u , 所 
以施于器壁的平均作用力为 

p __ AP = 2mv(V + T；) _ mv(V + v) 

2x x 

利用③式和 i /的近似条件，得 

F ^ mvlxl/x^. 

(3) 运动活塞对分子做功为（ _ Fd：c ), 这些功转化为分子热运动能量，分子的平均平动能 
为1^7'，则 


-kAT 


=—f Fdx =— f rrw\x\/x z 
Jz o J :。 

: ymi；oXo ^ 


dx 


T rm)\x\ 


x 2 x \, 


由此可得 


AT 


rmj\ / x\ 
~3 k \^ 


四、思考题解答 

6-1. 有哪些现象可以证明气体分子在不断地运动. 

答： 在室内打开香水瓶盖，房间里很快会弥漫着香水的 气味； 当一束阳光照进房间时，可 
看到悬浮在空气中的尘埃粒子和烟尘粒子作布朗运动，这是气体分子对小颗粒撞击的不均衡 
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性引 起的； 如抽真空的容器出现裂缝，真空度立即下降，表明外面气体分子已进入容器中•诸如 
此类的现象都表明气体分子在不断地运 动着. 

6 2. 容积相等的甲、乙两容器分别贮有气体，若它们的温度相等，试指出在下列几种情况 
下它们的分子速率分布函数是否 相同： 

(1) 甲、乙两容器中贮有同种气体，但它们的质量不相等，即 

(2) 甲、乙两容器中贮有不同种气体，但它们的质量相等，即； 

(3) 甲、乙两容器中的气体为同种气体，且质置相等，即 = A ^, 但使甲容器中的气体 
等温压缩至原来的一半，使乙容器中的气体等温膨胀至原來的两倍. 

答： （1) 气体分子的速率分布函 数为： /( v ) 2 '^以，现在了相等，且同 

种气体分子质量 w 相同，故分布函数相同. 

(2) JVT 相同， T 相同，如压强一致，即分子质量一致，分布函数 相同； 否则，分子质量不同， 
分布函数不同. 

(3) 同种气体分子质量 m 相同，且 T 相同，因此速率分布函数相同.总之，气体的总质量 
M 和容器的体积只影响气体的压强，与速率分布函数无关. 

6-3. 判断下述讲法是否 正确： “相同温度下，不同气体分子的平均动能相等“氧分子的 
质量比氢分子的大，所以氧分子的速率一定比氢分子的小 . ” 

答： 气体分子的平均动能为= j-(t + r + s ) kT , 不同气体分子的 r , S 不同，故相同温度 

下,心不一定相等.气体分子的速率分布有一定的规律，但各种速率都有.在一定温度下，可以 
比较不同气体分子的平均速率，但不能对个别分子作比较，所以上述讲法不正确. 

6-4. 解释为什么大气中氢气在地面的百分含麗远比高空为低？ 

氢气分子和其他某种分子的分子数密度在高度为 A 处的比值为 n H /n = 
其中《。„和》。为在地面上这两种分子的数密度，与 m 为氢分子与其他 
分子的质量.通常 m H < m , h 越大,就越大，即在高空氢气的百分含量高于地面，且随 /i 
指数增长. 

6-5. —个分子的速率在 Av 区间内的概率是多少？ 

答 ：一个 分子的速率在 t ; — v +加区间内的概率是^ = 

2 若 △ 。较小，则可写成 

^ = f(v)Av - ^(^kr ) 3 2 - v2 ^- 

6-6. 两种不同种类的理想气体，分子的算术平均速率相同，问： 

(1) 均方根速率是否相同？ 

(2) 分子平均平动动能是否相同？ 

(3) 最概然速率是否相同？ 

答： （1) 分子的平均速率相同表示~/^ = /^,即^ 

y nmi V wm 2 mi m 2 

两者的均方根速率之 比为/ i , 所以輒 
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(2) 分子平均平动动能为1 = 丁，由上面知 g = 只有 m , = m 2 时才有、, 

两种分子 m — 般不同，因而 丁不同 ，平均平动动能也不同. 

(3) 最概 然速率％相同，故 vp 也相同 • 

6 - 7 . 气体分子热运动的速率相当大(每秒几百米），为什么在房间里打开一瓶酒精要隔一 
段时间而不是马上就能嗅到酒精味？ 

答： 由于气体分子在运动中不断经受碰撞，走的是曲折的路径，这种扩散式的运动在相同 
的时间内通过的直线距离要小得多. 

6-8. 质点运动学中的平均速度和分子物理学的平均速度有何不同？ 

答： 质点运动学中的平均速度是指一个质点在一段时间中所通过的位移与这段时间的比 

值 ， P 而分子物理学中的平均速度是所有分子运动速度的平均值. 

因此即使大部分分子都有可观的速率，但在 I 方向的平均速度= 0. 
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一、内容提要 

1. 热力学第一定律 AU = l/ 2 —LA =Q — W . 

规 定:体 系吸收热量时 Q >0, 放热£3<0;体系对外做功， W >0, 外界对体系做功， W <0. 

2. 热力学第一定律的 应用： 

(1) 理想气体的等容过程 W = 0, At ； = Q = & C V AT , Cv 为定容摩尔热容. 

(2) 理想气体的等压过程 W = p ( V 2 - V ,) 9 

AU = ^ CyAT , Q = - C „ AT , 

" y - 

其中 c , 为定压摩尔热容， C , = Cv + R . 

(3) 理想气体的等温过程 AU = 0, Q=W = 

(4) 理想气体的绝热过程过程方程为 = 常量， TV ^ 1 =常量或 ■ 7^ =常量， 

Q= 0, AU =-W = ^C v AT. 

f 1 

(5) 理想气体多方过程， /» V "= 常量，« = 

c = ^^ Cv . 

n 一 1 

3. 热机的效率 7 = ^ = Ql 1 = 1- 

4. 致冷系数 e = ^ = | Q ^- Q / 

5. 卡诺循环的效率 ,= 1-^. 

6. 热力学第二 定律： 

(1) 开尔文表 述：不 可能从单一热源吸取热量使之完全变为有用的功而不产生其他 
影响. 

(2) 克劳修斯表述 :不可 能把热量从低温物体传到高温物体而不引起其他变化. 

7. 卡诺定理 :在高 温热源和低温热源了 2 之间进行循环工作的热机效率 1- 

8. 熵增加原理， AS>_ff = 0 或 dS >_ = 0, 表示孤立体系的熵永不减少. 
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9. 理想气体状态变化时的 熵变： 

(1) 绝热可逆过程 ASzO . 

(2) 等容可逆过程 △S = v C „ lng . 

(3) 等压可逆过程 △S = 1 / C , ln &. 

i 1 

(4) 等温可逆过程 AS = vJ ? ln ^. 

10. 熵和热力学概率之间的关系 S = Aina 

二、 自学指导和例题解析 

本章要求深刻理解热量、功和内能的物理 意义； 掌握准静态过程功的计算 方法； 掌握热力 
学第一定律对理想气体的应用.理解热力学第二定律的开尔文表述和克劳修斯表述的含义及 
其等 效性; 理解热力学第二定律是关于自发过程进行方向的 定律; 熟练计算循环过程的热机效 
率; 理解熵增加原理的含义.在学习本章内容时，应注意以下 几点： 

(1) 从热力学观点看，系统与外界交换能量有两种形式 :一是 做功,二是系统与外界进行 
热交换.热量与功都可表示被传递的能量，热 M 是热交换过程中被传递的能 M , 功则反映做功 
过程中被传递的能量，它们都是与过程有关的量，它们的数值都和状态的变化过程相联系.但 
功与热还是有重大区别的，做功时，系统或外界会发生相对的宏观位移，因此，做功是能量传递 
的宏观形式.系统与外界进行热交换时，二者之间没有宏观的相对位移，而是基于二者之间存 
在温度差,通过系统分子和外界分子发生频繁碰撞来传递能 量的； 当然，也可由系统分子吸收 
外界辐射传递能量.因此热交换和物质的微观运动有着紧密的联系.另外热量传递能自发地从 
髙温物体传向低温物体，做功却没有这种性质. 

(2) 外界对体系做元功的表示式 dW =— pdV 只适用于无摩擦的准静态过程，这里 p 为 
体系的压强.例如若活塞与气缸壁之间存在摩擦，则虽经历准静态过程，系统的压强与外畀压 
强并不相等，外界对系统做元功就不能用上式表示. 

(3) 用上式的积分式计算功时，必须先知道压强随体积 V 变化的函数关系，即知道具体 
的变化过程 . /> = p ( y ) 即过程方程，它与系统的状态方程不同，状态方程是描写系统处在不 
同平衡态时各状态参量之间的关系，除了一些特定过程外，仅由状态方程不能提供过程中/> 
与 v 的关系. 

(4) 内能是一个重要概念，内能是系统状态的单值函数，即对应于系统的一个状态，只有 
一个内能值.一个热力学系统，如果可分割成没有相互作用的几个部分，则整个体系的内能就 
等于各部分内能之和，这时内能是一个可相加量.从微观上看，内能 包括: 系统中分子视为质点 
的无规则运动的动能，分子间相互作用 势能; 分子、原子内部的能量及原子核内的能》等，因此 
内能是与系统内粒子无规则运动有关的能量. 

(5) 除了卡诺循环外，热机的效率都应用— 计算，而不能用7=1 — 计算时 

Q , 表示整个循环过程中从外界吸收的总热量 ， IQ I 表示整个循环过程中释放到外界的总热量. 

(6) 对于一个不受外界影响的孤立热力学系统，在其中所进行的不可逆过程的结果，不可 
能借系统内部任何其他过程而自动复原.虽然我们可以借助外界的作用使系统从终态回到初 
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态，但必然在外界留下不能完全消除的影响.由此可见，热力学系统内部进行的自发不可逆过 
程的初态和终态之间具有某种不等同的性质，这种性质表现为 ：从初 态到终态可自发到达，但 
从终态到初态却不能自发到达，因此决定了自发过程的不可逆性.由此，根据热力学第二定律 
找到了一个态函数熵，用这一态函数在初、终两态间数值的差来判别自发过程的方向. 

(7) 对于两个无限接近的状态之间的微小过程，熵的微分 

dS > 爭. 

对于可逆过程，上式用等号，可认为系统和热源接触的过程中，两者始终保持热平衡，故系统和 
热源有相同的温度，因而上式中的了即系统本身的温度. 

对于不可逆过程，上式用不等号，这时系统和热源的温度并不一定相同，此时上式中的了 
必须是热源的温度. dQ 表示不可逆过程中系统从温度为 T 的热源吸收的热量.计算 A 、 B 两 
态的熵差时， 


Sb ~ Sa> ! a 

如果是可逆过程，则 A 、 B 两态的熵差等于公式右侧的 积分; 若是不可逆过程，则 A 、 B 两态的 

熵差大于这个积分.由于 S b — S a >£^, 因而无法由此计算系统的熵差.但是由于熵是态函 

数，与过程无关，所以当系统的初、未态确定后， S B - S A 就完全确定了，由此我们可以设计一 
个可逆过程，使它的初态和末态分别为 A 态和 B 态,对该可逆过程可计算出熵差 S B — S A . 


例题 


例 7-1 如图所示，在活塞封闭之空间内有质量为 m 、 温度为 T 、 压强为 
P 的氮气，圆筒的横截面积为 S , 活塞质量为 M , 外界大气压强为/»。，氮气的 
定容比热容为 C v . 为了使活塞能移动,气体需要吸热 Q , 问在活塞与筒壁之 
间的摩擦力为多少？ 

解： 当氮气对活塞的压力等于活塞的重力、外界大气压力和摩擦力/之 
和时，活塞将可移动，即 



piS = Mg + p 0 S + f . 


① 


式中/ >, 为活塞将移动时氮气的压强. 

气体吸热过程中，因活塞尚未移动，体积尚未变化，故吸收的热量 Q 等于气体内能的 
增量： 

Q = mC v AT , ② 

因体积不变 

^ = |^(T + AT ). ③ 


②式代入③式，得 
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再将上式代入①式，得 

/ = (Pi — Po)S — Mg =卜 (1 + ^ v f )— Po Js — Mg 

例 7-2 —定质量的理想气体，经准静态过程从状态 A 到状态 
B , 如图所示，试在图上用图形（或曲线所围面积）来表示系统在 
该过程中对外所做的功、内能的改变及吸取的热量. 

解：过 A 和 B 作 AD 、 BC 垂直于 V 轴，则曲边梯形 ABCD 的面 
积即为 AB 过程中系统对外所做的功，即 

W = J^/>dV — Sabcda . 

为求出 AB 过程中系统内能的增量 AU . UA 点作等温线 T A ，过 
B 点作绝热线 S B 与7^交于£,因为 LT a = LT e , 所以 

AU = U B - U A = U B ~ U E . 

而为绝热过程，所以系统在该过程中内能的增量等于外界对系统所做的功，也即系统对外 
界做功的负值，从图上看，相当于系鋒从对外做功的负值，而 

^ FB — = SrbcFE • 

所以 

AU = U b — Ua =— Sebcfe. 

系统在 AB 过程中所吸收的热 ftQ 为 



例 7-2 图 


Q = At / + W = Sabcda 一 Sebcfe- 

例 7-3 设有 1 摩尔理想气体作下述循环过程 ：（1) 经过多方过 p 

程 = 常量体积由 V ,变为％=%/6;(2)体积不变，冷却到原来 
的温度. （3) 等温膨胀到原来的状态.试证在此循环过程中外界对气 
体所做的功 W 。 与压缩过程中外界对气体所做的功 W 之比为 

W = l ^^=l [nb - r 




o v s V 】 

解： 由图可见，从 A 到 B 为多方过程，外界对体系作功为 例 7-3 图 

w =-J!> dv =-II ； =-/>^jv-dv=^.v -|；； 

= s [(^ r - i ]= S (6 -- i) - 

BC 为等容过程，功为零. 

C 到 A 为等温过程,体系对外作功 

^ pdV = ^ ^-dV = ^-dV =化 V , In 癸 = p ^ VAnb . 


外界对气体作功 
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因为 


故当 V 


d 2 T 

W 


150 


< 0. 


11 


m 3 时温度为极大值，此时气体的压强由①式得 


P - 550 - 75V = 550-75 X y = 275(N . nT 2 ). 


由 a 点的状态方程得 


因此最高温度为 


uR = ^ 1 = 4^2 = | (N . m . K _ 1) _ 


275 X 


11 


vR 8 

T 


378(K). 


设温度最高点的状态为图中的 * 点，则 

/>, = 275 N ■ m— 2 , V, = ^ m 3 , T, = 378 K. 

(3) 循环过程中系统对外所做的功的数值就是 pV 图上循环过程所包围面积的大小. 


W 


2 


( A ■ — p t )(. V b — V c ) = —(400 — 100)(6 — 2) = 600(J). 


已知 g = 1.40, 且 C, = Cy + R , 可求出 


循环效率 


Cp = 了及 ， Cv = ~2^' 


_ W 

v = Qr 


Q , 是系统在循环过程中吸收热量的总和. 

在等压过程 &中系统放热， Q k = C f ( T t - T t )<0, 与 无关,而在等容过程 ca 中，气 
体吸收的热量为 

<3- - vC v (T.-T t ) = -ImRCT.-TJ = -|x|-X(300- 75) = 1 500(J). 

为求出 ft ，还要计算 a * 过程中吸收的热量.在 a -* b 过程中，对任一微过程，系统对外所做的元功为 

dW = pdV = (550 — 75V)dV, 


dU = vCydT = — uRdT . 


在该过程中系统内能的增量为 
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利用②式,上式为 


dU =善 wR • 55Q ~ 15QV dV = (1 375 — 375 V ) dV . 

L vK 

因此气体与外界交换的热量为 

dQ = dU + pdV = (1 375 — 375 V ) dV +(550 —75 V)dV = (1 925 - 450 V ) dV . 

在过程中，任一微小过程的 dV > 0,因此 dQ 的正负取决于 （1 925-450 V ) 的正负.由 
1 925 — 450 V = 0,得 

V = 4. 28 m 3 . 

因此在 a -* b 过程中， 

当 V < 4. 28 m 3 时， dQ >0, 气体 吸热； 

当 V >4_28 m 3 时， dQ <0, 气体放热. 

设 a 6 线上 V = 4. 28 m 3 的点为点,则 Vj = 4. 28 m 3 , 

p d = 550- 75 Vj = 550 - 75 X 4. 28 = 229 (N • m -2 ). 

以 d 为转折点，在 a -* d 过程中气体吸热，在 d ^ b 过程中气体放热. a ^ d 过程中吸热为 

= J^(l 925 -450 V)dV = 1 925^ -VJ - 225 (VI - VI ) 

=1 925 X (4. 28 -2)— 225 X [(4.28) 2 -4] = 1 167( J ). 

所以系统在循环过程中吸收的总热量为 

Q , = 1 500 + 1 167 = 2 667( J ). 

该循环的效率为 


_ W _ 600 
7 ~ q 7 - F 667 


22.5%. 


例 7- S 设一定量的空气在大气中匀速上升时与外界不交换能量，空 
气可看成理想气体 （ /= 1.4). 假定空气上升得非常缓慢，它内部的压强 p 
是均匀变化的，试求这部分空气内部的压强 P 与高度 z 的关系. 

解：设想系统是大气中缓慢上升的一空气柱，在空气柱中截取厚为 dz 
的一层空气，如图所示，这一薄层空气的质量为 m , 温度为 T , 截面积为 A , 
其上面的压强为/ >+ d />, 下面的压强为，此气柱上升的加速度为零，则 


P+dP 




p\ 



z+dz 

X 


mg 


(/? + d/>) • A mg = pA 、 


例 7-5 图 


式中为薄层空气的密度为重力加速度，代入上式，得 


dp =— pgdz. 


设空气为理想气体，由状态方程 


① 


pV = yRT, 


£V = PqVq 
丁一 T 0 ， 
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而 V = ? ， 得 


m = mToP = Ph 
P V PoVoT 96 p 0 T 


上式中 /Oo = m / Vo . ②式代入①式，得 

d /> =— po ^ jgdz . 

由于过程是绝热的，满足绝热方程，因此 


1=2： 

p '~ 7 - V = p。 1 -’ . TJ, 丁 = (^) " T 0 . 


④式代入③式，得 


dp =— po 




( fo) r 


上式分离变量后两边 积分: 


得 


= ~lo t ^ dZ - 


② 

③ 


④ 


把 y =1.4 代入上式，得 


— Po 1 ^ 1 ) : 


Pog , 




其中扒 为气柱在地面处的压强. 

例 7-6 设每一块冰的质量为20 g ， 温度为 0 C , 水的密度为 pelO 3 kg . m _ 3 , 平均定压 
比热容为 C , = 4. 18 X 10 3 J . kg — 1 . K — 1 ，冰的熔解热为心 =3. 34 X 10 5 J . kg -'. 

(1) 需加多少块冰才能使1升100 C 的沸水降温到 4 0 t ? 

(2) 在此过程中系统的熵改变了多少？ 

解 ： （1) T 。 = 273. 15 K, T, =313. 15K, T z = 373. 15 K, 设放入 n 块冰，由能景守恒，得 
”[ 讲 Z 冰 + m^iTi - T 0 )C,] = w* C f (T 2 — Ti ). 


又 


所以 


饥水 = joV* , 

m 水 Q(T ； — Ti ) = pVff. C p {Ti — Ti ) 

[/» +C p (T l — T 0 )] + C p (,Ti — T 0 )] 


10 3 X 10^ X 4. 18 X 10 3 (100 - 40) 

0. 02[3. 34 X 10 5 +4. 18 X 10 3 X (40 -0) 


as 25( 块）. 
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(2) 系统的熵变为三部分组成 ,0 的冰变为 0 X ：的水的熵变， n 块冰化成水后从 0 V 变 
到 40 °C 的熵变，水从 100 "C 变到 40 X ：的 熵变： 


AS = 謂冰心 + 「， nm 蜂 CpdT + p m 水 〜 丁 

一 Tq Jt 0 t Jt 2 了 

= nm w ^ 

-3.34 X 10 


25 X 0. 


02 - 


273. 15 


+ 4. 18 X 10 3 ln 


313. 15' 


1X4. 18X10 3 X In 


313. 15 
373. 15 


273.15J 
165(J • K- 1 ). 


三、习题解答 

71. 容积为 V 的容器内装有某种气体，压强为 A ，温度为： T , 容器连同气体的质置共为 
，然后除去一部分气体，当温度仍为： r 而压强降至 p 2 时，总质量变为 m 2 ，试求该气体的摩 

尔质量 . 

解 : 由于容器体积 v 不变 , 气体温度不变，因此气体质量的改变只与压强变化有关，由状 
态方程得 


pV = —RT, 


得 


- V 


AM 


RT. 




RT 

IT 


/ M 2 -M, \ 
、 p2 — pi ) 




7-2. —可自由滑动的绝热活塞，放在一长为 300 cm 的封闭圆简内，把筒分隔成两部分， 
假设在温度为27 t 时，活塞位于离圆筒一个端面100 cm 的地方，现令圆筒体积较小的这部分 
内气体温度升高到74 * C , 而另一部分的气体温度则维持27 C 不变，问活塞将移动多少距离？ 
解： 将活塞分隔开的两部分作为两个体系分别运用状态方程.设原来长200 cm 的这部分 
气体初态为九，％， TlHiJ T , = 273 + 27 = 300( K ), V 1 = 200 S , S 为圆简截面积.其末态为 
/> 2 , V 2 = (300 — Z ' 2 ) • S , T 2 = T , = 300 K , 其中 Z ' 2 为另一部分气体所在的圆筒长度.由状态 
方程得 

P\ • Vi _ pz • V~2 p 口 户 I ■ 200S = pi • ( 300 — / ；) • S 
~T 1 T\~ ― 300 300 • 

上式化简为 200/m = (300 —0 2 , ① 

对原来体积较小的气体，初态为 Pi , V \ = 100 • S , r, = 300 K . 末态为 /> 2 , V ；= l ' 2 - S , T ' 2 = 
273 + 74 = 347 K . 由状态方程得 


pi • 100S _ p2 • I’iS 
~300~ = 347 


② 


①、②两式相除得 2 X 300 = (300 - (: 2 ) X 347 






解得 /a = 110 ( cm ). 

活塞移动的距离为 A / = It - h = (110-100) = 10( cm ). 

7-3. 一理想气体的绝热比为 y=l. 50,在压强为 /)= latm 时开始下列过程：（1)等温压缩 
过程； （2) 绝热压缩过程•问在这两种情况下，其体积压缩一半后，压强变为多少？ 

解： （1) 等温压 缩:九 V ,=/) 2 V 2 , 

Pi =^/>1=2/>1 =2 X 1 = 2( atm ). 

(2) 绝热 压缩： p , V \ = p 2 Vl 

Pz -- (^) p ' = (^) p ' = 2l S X 1 = 2. 8( atm ). 

绝热压缩使内能增大，温度升高,故相同体积下的压强较高. 

7 _ 4 .有 2 0.0 L 的氢气，温度为 2 7 压强 p =1.25 X 10 s Pa , 设氢气经 （1) 等温 过程； （2) 
先等压后绝热过程变化到体积为 40.0 L , 温度为 27 "C 的状态，试计算内能的增量、对外所做 
的功和外界传给氢气的热置. 

解： 已知常温下氢气的 C v = | j ?, C f = y = = 1. 4. 

(1) 等温过程，如图 ( a ) 所示，由于 AT = 0, 故 AUsO ; 



由热力学第一定律 —W = 0 .又由状态方程户 V = dRT 得 

W = Q = p pAV = p • —RTdV = —RTln ^ 
jy x Jv x V fx fi Vi 

= p , v , In ^ = 1. 25 X 10 5 X 2. OX 1 CT 2 X In 

=1.73 X 10 3 ( J ). 

解法 二：由 / mV , = pV , p =^-, 

W = J^pdV = p , V ^ ^dV = 

同样得 W = 1.73 X 10 s ( J ). 

(2) 先等压后绝热过程，如图 （ b ) 所示，两个过程的过程方程分别为 

> =& , t 3 vt = r . vr 1 . 





\62 


Physics 


大学物理简明教程习 题洋解 


X, **~1 0. 4 

联立解得 T 3 = (^) r T , = X (273 + 27) = 365. 7( K ). 

△ U =0, 由第一定律，从 1—3 - ^2的总功为 

W 13 2 = Ql32 — Ql3 Q32 ~ Ql3 = — f GpdT 

= ^ C ,( T 3 - T ,) = • ^( T 3 - T ,) 

fi K 1 1 L 

_7 PiV lfn , 7 1.25 X 10 s X 2.0 Xl ( T 2 , q 〜 „ 

~J ~ YT ( 3 - 300 - (365. 7 — 300) 

=1.92 X 10 3 ( J ). 

7-5. —系统由图中的 a 态沿 ad 到达6态时,吸收了 80 J 的热量，同时对外做了 30 J 的 
功, 试问： 

(1) 若沿图中过程，则系统对外做功为10 J , 求系统吸收了多少 热量？ 

(2) 若系统由6态沿曲线返回 a 态时，外界对系统做功20 J , 这时系统是吸热还是放 
热？传递的热量是多少？ 

(3) 设 d 态与 a 态的内能差 =40 J, 则在过程 ad 、 ^6中系统各吸热多少？ 

解： （1) 因为 CL 6 = 80 J , = 30 J , 

U b — U a = — = 80 — 30 = 50( J ). 

a 、6 态确定后,其内能差也唯一确定，与过程无关.沿 cute 过程， = 10 J 

CLib — AU ba +W M = 50 + 10 = 60(J). 

即系统在过程中吸收了 60 J 的热 M . 

(2) Q »„ = ( U a - U t )-h W b „ =— 50 — 20 =— 70( J ) < 0. 

即系统沿曲线从 6 态返回 a 态时放出70 J 的热量. 

(3) 过程 ad 6 由等压过程 a < i 和等容过程办组成，且已知= 0 

= W w + == 10(J), 

CL , = ( U ^- U ^+ W ^ = 40 + 10 = 50(J), 

CU = U ,~ U d = ( U „- U .)-( U ,~ U a ) = 50 - 40 = 10(J). 

即过程中系统吸热 50 J , 过程 ^6 中系统吸热 10 J . 

7-6. 1 mol 理想气体，初态的压强、体积和温度分别为 仏、 V, 和乃，若体系经历一个压 
强与体积满足关系的过程，其中 A 是常数，试 求： 

(1) 用 A 、 乃、 i ? 来表示常数 A ; 

(2) 若系统经历此过程后体积扩大一倍，则系统的温度 T 为多少？在此过程中对外做功 
为多少（用乃表示）？ 

解： （1) 过程开始的初始状态参量亦应满足过程方程，由理想气体的状态方程 pV = RT , 
过程方程/ >= AV , 可得 



(等容），所以 


P^V, = AV] = J?T, ,V, 


RTi 

P\ 
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所以常数 A 为 


A = 


RT, _ p\ 
V? 一 RT/ 


(2) 设系统经此过程后,末态的温度为 T, 压强为户，由 f V=2V, 得 


所以 

系统对外做功为 


AVi 

TT 


AV 2 

丁 


4AV ； 

—T— 


T = 4T,. 


W = pdV = f 2V， AVdV = 

J v, J V, Z 2 

7-7. 大部分物质的定压摩尔热容可以用下面的经验公式来表示: c ,=«+26： r ~ c ： r - 2 , 其 
中 a 、 6与 c 均为常置，了为绝对温度. 

(1) 试计算把1 mol 物质等压地由温度:^升到 r 2 所需的热 M (用 a 、 6、 c 表 示）； 

(2) 试求在温度 T , 与7\之间的平均摩尔热容量 
解 ： （1) 等压过程物质吸热为 

Q = fdQ = P (a + 26 T - cT- 2 )dT = a ( T 2 - T ,)+6(71- T ?)+ c ^=^ i , 

J JT 1 』 1 J 2 

(2) 平均热容量 = Tz g T| =a + 6( T 2 + T ,)-^-. 

7-8. 1 mol 水在 100 t 时蒸发成水蒸气，求蒸发过程的膨胀功(可把蒸气看成理想气体). 
解：1 mol 水在100 * C 时的体积为 

M 18 X 10一 3 , a - s / 3 、 

1 000 = 1 - 8 X 1 ° (m) - 

lmol 水在 100 X ： 时的蒸气体积由 pV = i ? T 决定，压强为大气 压强： 

u _ RT _ 8. 31 X (273 + 100) .. — 2 ,,、 

Vi ——p - ~1.013 X 10' 5 - 3.06 X 10 ( m ). 

此过程可视为等压过程. 

W = />( V 2 - V ,)^/> V 2 = 1. 013 X 10 5 X 3. 06 X 10- 2 = 3. 10 X 10 3 ( J ). 

7-9 .在80, 2 X ：和1 atm 下，100 g 液体苯蒸发成苯蒸气，已知苯的汽化热 /为 94. 4 cal • 
g " ，求内能的改变为多少？（苯的分子式为 C 6 H 6 ，分子量为 78) 

解： 在蒸发过程中、苯吸热为 

Q = mZ = 100 X 94. 4 = 9 440 ( cal ). 

将苯蒸气视为理想气体，膨胀功为 

W = p ( V 2 - V ,) pv 2 = —RT 
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= 100X102.X 7 8.|L^,(273J^P,.2) = 3 760(J ) = 9 00(cal). 

内能的改变为 


At/ = Q - W = 9 440 - 900 = 8 540(cal) = 3. 57 X 10 4 (J). 
710. 设一以理想气体为工作物质的热机循环如图所示 ,6c 是绝 


热过程，求证其效率为 V =l~Y 


m- 

(s) _: 


证： c—a, 等压压缩， CL = C P (T.-T f ), 放热. 
a—l 等容过程 . O* = C v (T t — TJ, 吸热. 

\ Q ..\ 


V: 




1 


C t (T c - T。) 
C v (T b -T a y 


等容过程和等压过程有如下 关系： 


frfrh rr v t 


代入上式得 



习题 7-10 图 


7 j = l — y 


T c /T fl -: 
T b /T a - : 


1 一 y 




7-11. 如图所示，理想的狄塞尔内燃机的工作循环由两个绝热 
(ai, d) 过程和一个等压 (&) 过程、一个等容 (da) 过程组成，试证其效 
率为 




证： 心等容过程，放热 |Q 2 | = C V (T, —T。）. 
6c 等压过程，吸热 Q, = C,(T t -T 6 ). 


习题 7-11 图 


由 cd 、 绝热过程得 


由&等压过程有 


r c vr' ■- 

=T d vr\ 

① 

T„vr' - 

=r a vr l . 

② 

v 2 . 

一乃 

③ 

vT" 

' T/ 
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①、②两式相除，得 
③式代入上 式得& 

再由③式 ，: ^一 1 = 

i b 



1,即 Tf T /~ = ^ -1, ④、⑤两式相除得 


T d - T . ]\ 
T ,- T b ' T „ 


(奸 


v 3 


由②式， ^ 


代入⑥式得 


T d — T a 
T c - T b 


m- 




④ 

⑤ 

⑥ 


最后得 




y-i * 


7-12. 图示为一理想气体的循环过程,试证其效率为 


( ab , cd 为两个绝热过程 ,6 c 为等容过程， da 为等压过程) • 
证： &为等容过程，吸热 Q : = C v ( T c - T b ) 

da 为等压过程,放热为丨 Q 2 |= C ,( T , — T a ), 



V 


1 Q 2 | = , CAT d - T a ) 
"OT "" C V ( T ,- T b ) 


习题 7-12 图 


i-y 


T d - T a 

T c - T b - 


7-13. —卡诺热机的低温热源温度为 7 C ，效率为40% ,若要将其效率提高到50% ,则高 


温热源的温度需提高几度？ 


解:丨=1 — €， 

即 

40^- 1 273 / 7 - 1 - 2 «°. 

① 

设温度提高到 T 7 , 则 

50% : 

, 280 
=1 一- 

② 

由①、②两式得 


^ 280 ^ 280 

Ti = r = 
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AT = T 1 ,- T x - 93. 3( K ) = 93. 3 * C . 

714. 将 0.1 kg 、10 t 的水和 0.2 kg 、40 " C 的水混合，试求熵的变化（水的比热容 C 为 
1. 00 kcal • kg ' 1 • K 一 1 〉. 

解：两种温度的水混合，最终温度设为 TV 10 " C 的水吸收的热量应等于40 t 的水放出的 
热量，所以 


m x C(T, — T 0 ) = m 2 C(T 0 — T z ), 

式中 m , 、 T , 表示 4 0 t 的水的质量和初始温度 , m 2 , r 2 表示 10 " C 的水的质量和初始温度•由 
上式得 

To = m.T, +m 2 T 2 = 0.2(40 + 273)+0.1(10 + 273) = 303 ⑻ 

m, +m 2 0. 1 +0. 2 — ' '' 

熵变为 AS = AS 】 + ASa = f wii C m2C = m \ Cln m 2 Cln 

J t, 1 J r 2 T T, T 2 

已知 C = 1. 00 kcal • kg -' - K _1 = 4. 18 X 10 3 J . kg " 1 - K' 1 , 代入上式，得 

AS = (0. 2 X 4. 181 n ||| + 0. 1 X 4. 18 X In ||| )x 10 3 = 1. 4(J - K "'). 

7-15. 把 0.5 kg 、0 的冰放在质量非常大的 2 0 " C 的热源中，使冰正好全部熔化，计 算： 

(1) 冰熔化成水的熵变（已知熔解热/为 79. 6 kcal . kg ' 1 )； 

(2) 热源的 熵变； 

(3) 总熵变. 

解： （1) 冰化为水,熵变为 

AS, = ^ = ^ = ° -- 5 2 yg 9 ' ^ = 0.146(kcal . K- 1 ) = 610(J . K- 1 >• 

(2) 热源的熵 变：热 源温度几乎无变化. 


△s 2 


= ^Q = 
~ t 2 ~ 


•ml 


0.5 X 79.1 


IT 1 ). 


273 + 20 293 

=-0. 136 (kcal • K ” 1 ) 568 (J 

(3) 总 熵变 ： AS = AS ： + AS 2 = 610 - 568 = 42 (J • K - 1 ). 

* 7-16. 如图所 不， a 6， 是绝热过程， cea 是等温过程是任意过程，这些过程组成 一 
循环过程•若所包围的面积为 70 i,eab 所包围的面积为 30 ],cea 过程中系统放热100 J , 
求过程中系统吸热多少？ 

解： 整个循环过程可看作由正循环 Me 和逆循环两部分组 
成，整个循环过程的净功为 

W， = Wi +W 2 = 70 — 30 = 40(J). 

整个循环过程中=0,0^ = 0, cea 过程系统放热 ， Qz = — 100 J , 
iSibed 过程系统吸热 Qi ，则 



W 冷 =Q 】 +Q 2 , 


0 


习题 7-16 图 


V 
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Qi = — Q 2 = 40 + 100 = 140(J). 
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•7-17. 某系统所经历的一可逆循环过程如图所示，其中 AB 、 CD、Ef •分别表示温度为 
T , , T 2 , T 3 的等温过程 ，且：^ = 800 K , 了 2 = 400 K , T 3 = 200 K , 图中 BC 、 D£、FA 均表 
示绝热 过程 . 已知在等温过程 AB 中 ，系统吸收热 量 0,=1 600J, 在等温过程 CD 中 ，系统吸热 
Qz = 800 J ，求： 

(1) 系统经历的等温过程 £F 中，向低温热源放出了多少热量？ 

(2) 整个可逆循环过程中，系统对外作了多少功？ 

解法一： （ 1) 把绝热线 BC 延长并与等温线 EF 交于 G , 把可逆循 

环过程 ABCDEFA 分割成 AJ3CGFA 和 CDEGC 两个可逆卡诺循环， 

其中有一段绝热线 CG 是公共的，但进行的方向相反，效果抵消 . 

在卡诺循环 ABCGFA 中， 

_ . Q \ , T 3 4题7-；17图 

?= i _ n ， 

Q'3 是在该循环中系统向温度为 T 3 的低温热源放出的热量.故 

Qs = Qi jr = 1 600 X = 400( J ). 

同理，在卡诺循环 CDEGC 中系统向低温热源 T 3 放出的热量为 

= Qz ■ = 800 X = 400( J ). 

整个循环过程中系统向了 3 的低温热源放热为 

Q 3 = Q ' 3 +</ 3 = 400 + 400 = 800( J ). 

(2) 由热力学第一定律可得整个循环过程中系统对外所做 的功： 

W = Q , + Q 2 - | Q 3 [ = 1 600 + 800 - 800 = 1 600( J ). 

解 法二： （ 1) 由 2 g = 0 , 有 





+ 



得 Q3 =— 。障 + 菁卜— 200X( : + S 一 00 ⑴， 

Q 3 为负，表示系统放出的热量. 

(2) W = Q, + Q 2 - | Q 3 | = 1 600 + 800 - 800 = 1 600(J). 

•7-18. 某热机循环从高温热源获得热量 Q „ ，并把热量 Qt 排给低温热源，设高、低温热 
源的温度分别为 T„ = 1 800K, T l = 400 K, 试确定在下列条件下热机是可逆、不可逆或不可 
能存在. 

(1) Q„ = 900 J, W = 800 J; 

(2) Qh = 900 J , Q l = 200 J ； 

(3) W = 1 500 J, Qj. = 500 J. 
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^ = 1 -ft = 1 -rm = 77 - 8% - 

由此可 判断： 

(1) 当<3« = 900J，W = 800J 时，热机效率为 

7 = & = = = 88 . 9%> 勿， 

由于 7 不可能大于7。，该热机不可能存在. 

(2 >V=1-|^ = 1 -|^ = 77 - 8 ^ = 70- 
该热机是可逆的. 

/ o \ — W~ 一 1 500 _ 7C - 0/ / 

(3) 7 ~ W + Q l 一 1 500 + 500 = 75/ ° < 

该热机是不可逆的. 

• 7 - 19 . 如图所示,有一除底部外其他部分绝热的容器，总容积为40 L, 中 
间为一无重量的绝热隔板,可以无摩擦自由升降，上下两部分各装有 1 mol 同 
温度的 N 2 ，初始状态的压强为 1. 013 X 10 5 Pa, 隔板处于中央，以后底部微微加 
热使上部的体积缩小一半 ，求： 

(1) 下部气体过程的 T-V 函数关系式（即过程方 程）； 

(2) 两部分气体最后各自的温度为多少？ 

(3) 下部气体吸收的热置. 

解： （1) 由题设条件可知，上部气体是绝热压缩过程，下部气体是未知过 
程,如设/ > 2 、 v 2 与为下部气体的终态参量，则必遵守理想气体状态 方程： 

p2^i = RTt. 

设％与 T, 为上部气体的终态参 M, 则上、下部分气体压强相等： 

Pi = Pi , 

且两部分气体体积之和 不变： 

V, +V 2 = 2 Vo. 

Vo 为每一部分气体的初态体积.上部气体的绝热过程满足 

PxV\ = PoVl, ④ 

Po 为初态压强 .②〜 ④式代入①式，消去/>2,得 

Vlp 0 v 2 = (2V 0 -V 2 ) r RT z . ⑤ 

将 />。= 1. 013 X 10 s Pa, Vo = 20L, i? = 8.31 J • mol -1 • K~', y = 1. 4 代入⑤式，化为 

T 2 (0.04-V 2 ) 1 - 4 = 51.0 

即 T 2 = 51.0 V 2 (0.04-VO -1 ' 4 , 







p 2 v 2 t 2 



0 t) Q 

习题 7-19 图 


① 

② 

③ 


⑥ 






第七章热力学 


Physics 

IPK 1 VSD ©© i 69 

由于过程相当缓慢，上式即下部气体的过程方程,只须将 T ^ V 2 理解为任一时刻的数值. 

(2) 对上部分气体 

T.vr 1 = T 0 vr , ⑦ 

To — ■^PoV 0 , ⑧ 

由⑦、⑧两式解出 

. 1 =货广％=(癸广•穿 

=(^%)^' - = 2 1 . 4 — 1 . 1 二 013 X °-. 02 = 321. 8( K ). 

将 V 2 = fv 。 代入⑥式得 

T z = 51. 0 X"|x 0.02(0- 04— 音 X 0.02) ^ = 965. 4( K ). 

(3) 上部与下部气体初始状态的温度均为 

T 0 =^= 1-013_X 101X 0. 02 = 243 . 8(K ). 

K o . 31 

下部气体内能的变化为 

At ； = CvAT = |-/?( T 2 - T „) 

L 

=-|-X 8. 31 X (965. 4 - 243. 8) = 1. 50 X 10* ( J ). 

下部气体所做的功与上部气体所做的功等值异号，上部为绝热过程，系统对外所做的功等于其 
内能的减少. 

W 上—- -| i?AT =--| X 8. 31 X (321. 8 - 24 3.8) =- 1. 6 X 10 3 ( J ). 

故下部气体对上部气体做功为 

Wy =- W t - 1.6 X 10 3 ( J ). 

下部气体吸收的热量为 

q = + W 下= 1. 50 X 10 4 + 1. 6 X 10 3 = 1. 66 X 10 4 ( J ). 

• 7 - 20 . 在与外界绝热的刚性容器中有一隔板，隔板的两侧分别充有由 N 个 A 原子和 iV 
个 B 原子组成的理想气体，这两种气体的温度与体积都相同，抽去隔板，两种气体将相互扩 
散，求扩散达到平衡后混合气体的总熵的增量. 

解： 扩散过程是绝热的，外界对体系不做功，且两边气体扩散时做功相消，故 dl /= 0.因 
此扩散过程中了不变.每一种原子的扩散都是不可逆过程.因熵是态函数，可设想一个可逆等 
温膨胀过程求熵变.对每一种原子有 
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S z 


-■=11^=11：^=!： 


NkT 


r v 2 1 r 2V i 


V 


dV 


IV, TV 
Min 2. 


dV 


两种原子的总熵变为 

AS = 2 Nk\n 2. 

四、思考题解答 

7-1. 在穴 V 图上平衡态对应一个确定的点,非平衡态呢？ 

答： 非平衡态在产 V 图上没有对应的点，因为非平衡态没有确定的/>、了值，无法表示. 
7-2. 是否可以既把热量传给气体，而又不使它的温度升髙？举例说明之. 

答： 由热力学第一定律 ， AU = AQ - W , 要保持气体温度不升高，即 ALT = 0. 在 AQ >0 
时，只要气体对外做功，使功的量值为 AQ 即可.如气缸膨胀对外做功. 

7-3. 举一个体系和外界没有热量交换，但温度却发生变化的例子. 

答： 在绝热气缸中移动活塞对外做功或外界对体系做功都可使温度发生变化. 

7-4. 气体比热的数值可以有无穷多个，为什么？在什么情况下气体比热为零？在什么情 
况下气体比热是无穷大？在什么情况下气体比热是正？在什么情況下气体比热是负？ 

答： 气体的比热为 C = dQ / d ： T , 在不同的过程中 dQ 和 dT 都可以不同，因此比热可以有 
无穷多个.在绝热过程中 dQ = 0, C = 0. 在等温过程中 dT = 0, C = oo. 当温度升高时体系 
从外界吸收热量，则 C > 0,或温度下降时体系对外放热， d：T < 0 ， dQ < 0,则 C > 0;而温度 
升高时体系向外放热(这时外界要对体系做功）， c <0, 或体系吸热，温度下降（这时体系对外 
做功大于所吸收的热量 ）， C < 0. 

7-5. —条绝热线和一条等温线之间能否存在两个交点？ 

答： 一条绝热线和一条等温线只能有一个交点，若有两个交点，则绝热线和等温线可组成 
一个循环曲线，曲线所围面积表示体系对外做的功.这样系统便在循环中从单一热源吸取热景 
使之完全变成有用的功而不产生其他影响，违背热力学第二定律_ 

7-6. 理想气体的内能是状态的单值函数，对理想气体内能的意义作下面的几种理解是否 
正确？ 

(1) 气体处在一定的状态，就具有一定的内能； 

(2) 对应于某一状态的内能是可以直接测定的； 

(3) 当理想气体的状态改变时，内能一定跟着改变 • 

答：不计原子内部的能量，气体分子的动能、分子之间和分子内部原子之间的相互作用的 
各种势能以及分子内部原子的动能，这些能量的总和就是气体的内能 - 

(1) 内能是态函数，气体处在一定的状态，就具有一定的内能.例如1 mol 理想气体的内 

能为 U = 去(《 + 广+25)/?7\ 

(2) 内能是大量分子统计平均的结果，无法直接 测定; 但可以知道两个状态的内能差. 

(3) 理想气体的状态改变时，内能不一定改变，例如等温过程中内能不变，因此改变 
使了不变时内能不变. 
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7-7. 图中私和执是等温线上的任意两点，问虚线所表示的两个面积 ： QA I J 3, C , 和 
OA 2 B 2 C 2 是否一样大？为什么？ 


答： 由状态方程 ， pV = - RT , B ,, B 2 在等温线上，了相同，则 

P ^ v , = p 2 V 2 , 故虚线上两个矩形面积相等. 

7-8. 热力学第一定律的表达式为 △[/ = Q — W, 对于非平衡过 
程，在下列两种情况下是否都能适用？ 

(1) 初、末态是平衡态的 系统； 

(2) 初、末态都不是平衡态的系统. 

答： （1) 初、末态是平衡态的系统，适用该式. 

(2) 初、末态都不是平衡态的系统，该式不适用.例如内能的变化 
与温度有关，而非平衡态的温度无确定值. 

7 9. 理想气体状态方程在不同的过程中可以有不同的微分 形式: 



(1) pdV = — RdT ； 

(2) Vdp = - RdT ; 

(3) pdV + Vdp = 0. 

试指出各式所表示的过程. 

答： （1) 等压过程 .（2) 等容过程 .（3) 等温过程. 


71 °-等压过程中内能醜化能否卿= f 来 计算? 


答： 内能的变化只与温度有关，与过程无关，因此等压过程中内能的变化仍是 dCJ = 


— C v dT . 
h 

7-11. 在怎样的过程中，系统所传递的热量也可用尹 V 图中的面积表示？在怎样的过程 
中，内能的改变也可用图中的面积表示？ 

答： 在等温过程中，系统的内能不变，系统所传递的热景等于体系对外所做的功，因此热 
M 可用图中的面积表示.在绝热过程中，内能的增置等于外界对体系所做的功，故也能用 
图中的面积表示内能的增量. 

7-12. 任意可逆机的效率是否都可表示成 


答： 只有工作于相同的高温热源和相同的低温热源之间的可逆热机才可应用上式.（卡诺 
定理） 
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— 、内容提要 

1. 库仑 定律： 

真空中，静止点电荷屯对相距 r 12 的另一静止点电荷％的作用力为 

F 12 = • ^ r ； 2 . 

47 C£o r\2 

2. 描述电场的两个物理 M : 

(1) 电场强度 £ = -, 

Qo 

点电荷产生的场强 E = -^ yr \ 

/* 零电势点 

(2) 电势 a 点的电势 E • dl . 

点电荷的电势 U = A^r 

3. 描写静电场性质的基本 定理： 

(1) 高斯定理 I E • (真空中）， 

J s € 0 

表明静电场是有源场. 

(2) 环路定理 • di = 0, 

表明静电场是保守场. 

4. 求解电场强度的 方法： 

(1) 对源电荷分布在有限区域的情形，用场强 S 加的方法. 

( a ) 对点电荷系 E = p - r °. 

W 对连续分布的电荷 E = ^ r °. 

(2) 对于具有高度空间对称性的均匀带电体，如无限长圆柱、无限大平板、球体或球面用 
高斯定理£ • dS = 丄乏] 9 , 求解 £. 

J S £o i 

(3) 由电势求场强 E =- VLT , 

r { d\J , I dU . , dU ^ \ 

或 E =-[-^ l + ^ J + ji k y 


5. 求解电势的方法 
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(1) 电势叠加 U = ^ ^ ^ (点电荷系）， 

4tc£o V r t 

oJ r 


(2) 由电场强度求电势 

6. 静电场中的 导体： 

(1) 导体的静电平衡 条件: 
导体内 

导体表面附近 


47ceoJ 

U a 


(连续分布的电 荷). 

零电势点 


E • d/. 


£内= 0. 

E 鼉面= 

eo 


处于静电平衡的导体是等势体. 

(2) 导体上的电荷 分布： 

实心导体或空腔内无电荷的导体如带电，电荷分布在导体的外表面上.导体内和空腔中处 
处等势. 

导体空腔中有电荷时，导体内表面所带电荷与空腔内电荷等童异号,外表面所带电荷由电 
荷守恒定律决定. 

面电荷的相对分布与导体的周围环境有关，对于孤立导体，曲率半径愈小处电荷密度愈大. 


7. 电容器 
平板电容器 
球形电容器 
圆筒形电容器 


C 


Q 


C 


u , 一 lt 2 . 

£ qS 


C = 4 tce 0 


R2 

i ?2 — R \ 


C — 2K£ 0 Lj\n 


8. —段含源电路的欧姆定律： 

= u A -u F = 2 [ 兄 — 

/ = aE. 


9. 欧姆定律的微分 形式： 

10. 电源的电 动势： 


11. 基尔霍夫 定律： 

(1) 第一定律(节点电流定律) 


e = 


r 


E k - d/. 


= °- 

(2) 第二定律（回路电压定律） ，兄 = 


二、自学指导和例题解析 


本章要点是理解电场强度和电势的基本概念，掌握计算场强和电势的各种方法，熟悉典型 
带电体周围的场强分布和电势 分布； 掌握库仑定律和叠加原理的 应用； 熟练运用静电场的高斯 
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定理和环路 定理； 掌握导体静电平衡的条件，并能应用于分析处理有关问题.同时，还须熟练应 
用基尔霍夫定律解决直流电路问题.在学习中应注意以下几点： 

(1) 由高斯定理可解得一个均匀带电的球壳内部的电场强度为零，从内部直到球面电势处 
处相等，并等于球面的电势.这一概念常用于采用 叠加法 求解多层球壳在内部产生的电势的 
场合 • 

(2) 有一个常引起争论的问题，在一原来不带电的孤立金属球壳内部，与球壳绝缘地放一 
电最为9的点电荷，根据导体的静电平衡条件和高斯定理，可以证明，球壳内表面的总电量 9 , 
与点电荷的电量等量异号，即<?, =- g , 电荷守恒定律要求球壳外表面上的总电摄与球壳内 
表面上的总电量等量异号，即 <7, =~ qi = q . 

若点电荷位于空腔中心，则由对称性，9,_和 t 均匀地分布在球壳的内、外表面上，因为这 
种分布方式能保证导体内 E = 0的条件得到满足.当点电荷移动到偏离中心处时，球壳内表面 
上的电荷分布不再均匀，在靠近点电荷处，电荷面密度大些，离点电荷远处，电荷面密度小些， 
而1在球壳外表面上仍然均匀分布，一个自然的问题是为何会如此？可以设想如果移去外壳 
上的电荷 <7,,例如球壳接地后再断开，则根据静电平衡的要求，分布在球壳内表面上的 电荷仏 
所产生的电场与点电荷 g 的电场在导体内部各处(包括外表面上及球壳外部）应相互抵消，合 
场强处处为零，与一个不带电的球体完全一样，然后再将9,均匀地分布在外表面上，这时，导 
体的静电平衡条件仍能满足，所以， < 7 , 应均匀分布在外表面上，而且也只能作如此分布，即这 
种分布方式是唯一的，这是由静电场的唯一性定理决定的.这里我们不去证明该定理，只是借 
此定理帮助大家寻找有关静电场问题的正确答案 •静 电场的唯一性定理的内容是:在给定条件 
(如各导体的形状、排列位置，某些导体的电势和另一些导体的电量等）下，当静电平衡时，静电 
场的分布是唯 一的. 

(3) 导体上电荷的分布是一个很复杂的问题，曲率大的地方电荷密度大只能说是一个大 
致的表述，而且只是针对孤立导体而言.当导体处于外场中时，在相同曲率处电荷密度也会不 
同，如球面上的各点曲率相同，但放在外场中则各处电荷密度不同. 

(4) 用高斯定理求解带电体周围的场强分布时，带电体的电荷分布必须具有足够的空间 
对称性，使电通量与电场强度的关系足够简单，如无限大均匀带电平板，无限长均匀带电圆柱， 
均匀带电球体等，而均匀带电圆盘等则不属此例. 

例题 


例 8-1 在 x < 0的半空间内充满金属，在 x = a 处有一电董为 9 > 0的点电荷，如图 （ a ) 
所示.试计算导体表面的场强和导体表面上的感应电荷面密度. 

解： 根据场强叠加原理,空间任一点的场强由点电荷 9 单独产生的电场和金厲表面感应 
电荷单独产生的电场叠加而成，如图 （ b ) 所示. 



例 8-1 图 ( a ) 


例 8-1 图 （ b ) 
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r mm t75 


设严是: r <0 的空间内一点，其坐标为（一心： y ) 3—0, 点电荷 g 的电场在厂点的场强 
为 


4 庇 0 


3^ 


q . yj ~ ^ 
4^ (a 2 +^) 3/z 


① 


上式中 I 为由电荷 g 指向 h 点的单位矢量. 

设金属表面的感应电荷在该点产生的场强为，由场强叠加原理和静电平衡条件，有 


由此得 


E, 十仏 = 0. 


② 


El =_ i ' 7 Cr = 4^ ' (a^-f"y) 3/l! - ③ 

设朽为工 >0的空间内一点，其坐标为(5, ：>0,8—0,因巧和朽无限接近，在这两点,点电荷 
产生的电场强度是相等的，但感应电荷在处的场强私和匕处的场强£',是不同的，应对 
金属表面具有镜象对称性，即它们各自均指向金属表面，且艮的: r 分量与的: c 分量大小相 
等，方向相反，但 y 方向分量相同，即 


心 — i . 


ai + yj 

(a 2 +y) 3/2 - 


紧贴金属表面， X > 0处的总场强为 


④ 


e = e ^ e --^'(7T7W 

= 2wo(a 2< + y) 3/2<_i) - 


⑤ 


即导体表面的场强与导体表面垂直，沿一 i 方向，大小与^有关.从 
£(的表示式④式可以看出，它与一电量为一9,位于 （_ a , 0) 处的 
点电荷产生的场强完全相同，也就是说，导体表面上感应电荷在 
x >0 的空间的场强可以用一个点电荷的场强来代替，该点电荷 
的电 量为一 9,位于 （_ a , 0) 处，如图 （ c ) 所示.这就好像导体表面 
为一平面镜， 一 <?为9的像，而点电荷与导体表面的感应电荷在 
j :>0 的空间共同产生的场与点电荷9和它的像一 9 在工 > 0空 
间内共同产生的场完全相同.因为 


< p ~0 



E =丄(7， ⑥ 

€0 

导体表面的面电荷密度由⑤和⑥两式可得 


°— 2 W ( a i + y 产. 

由上式可知，感应电荷在导体表面上的分布是不均匀的，可以证明，感应电荷的总量为 

例 8-2 如图所示,一无限长的圆柱面上有一宽为 a 的狭缝，圆柱面的半径为 i ?， 电荷面 
密度为 < r >0, 试求其轴线上一点 P 的场强. 
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解： 可用带正电的整个圆柱面和带负电的宽为 a 的无限长直线在 P 点产生 
的场强叠加求解.完整带电圆柱面在其轴线上任一点产生的场强为零，即 

Epj = 0. 

宽为 a 带负电的无限长直线在 P 点产生的场强大小为 



A 

2k£qR 


a m a 
2- kbqR ' 


所以 P 点场强为 



K 


例 8-2 图 


£ p = E p ,+E P2 = 2^r. 


方向由 P 点沿径向指向狭缝. 

例 8-3 如图所示，球形金属腔带电量为（3〉0，内半径为 a , 外半 
径为6,腔内距球心 O 为 r 处有一点电荷 g , 求球心 O 的电势. 

解： 用高斯定理可求得金属腔内表面所带的总电量为一9,根据电荷 
守恒定律,金属腔外表面所带电 M 为 Q + <7，所以球心的电势为 

U 0 = U,+Lf-,+lV ,， 

上式中 R 、 I ；-, 和 l ； Q + ，分别为点电荷《?、金属球壳内表面和外表面对 O 
点产生的电势.设球壳内外表面的电荷面密度分 别为％ 和则上式为 



Uo 


Q 

47 ie 0 r 


i . 


J.dS afcdS _ q _<? | Q 十 9 

4iteofl Js 6 4 兀 £。6 4jreor 4ireoa 47«。6 



_ 7 + y 



例 8-4 —半径为 K 的“无限长”圆柱形带电体的电荷体密度为 (0 = 
Ar(r < i ?) ,式中 A 为常 it ,试求圆柱体内、外各点场强大小分布. 

解： 无限长圆柱形带电体内外的场强具有轴对 称性. 如图所示，以圆 
柱的轴为轴，取半径为 r , 高为 h 的高斯圆柱面，侧面上各点的场强大小为 
垂直于柱面.穿过该柱面的电通量为 

<£ £ • dS = 2 nrh • E . 


R I 

i 

I 

例 8-4 图 


柱内 （): 求该圆柱形高斯面所包围的电荷要用积分，取半径为 〆 ，厚为 d〆 ， 高为 / i 的圆 
筒，其电量为 


dq — pdV = p • 2icrdr * h — 2nAhr fl dr . 


包围在髙斯面内的总电量为 


= 



2-izAhr /z dr — —nAhr 3 . 


由高斯定理 
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即 

得 



2iT^rh • Ei : — ■~—'KAhr i , 
0 £o 



柱外 （ r>R ): 包围在高斯面内的总电量为 

92 = j"/dV = J " 2 nhAr ，2 dr ' =音 itAAi ? 3 . 


由高斯定理得 

2 nhrE 2 = ^- nAhR 3 , 

O£o 


例 S - S 如图所示，导体球的半径为 i ?, 带电量为 Q , 点电荷 <7 
与球心相距 3/?. 试求： 

(1) 导体球表面的 电势； 

(2) 导体球表面的电荷在球心处产生的 场强； 

(3) 若导体球接地，求导体球表面的电荷. 

解： （1) 由导体的静电平衡条件可知，导体球是等势体,所以球 

表面的电势与球心 O 处的电势相等，而球心处的电势是由点电荷和球面上的电荷共同产生 
的.根据电势叠加原理 


Q 



例 8-5 图 


LT * = 1； 0 = U ,+ U Q . 
球表面的电荷对球心 O 产生的电势为 




dq 

4： k € oR 9 


Q 


所以球表面的电势为 


U R 


Q 


47te 0 (3JR) ineoR ^izeoR 
(2) 根据场强叠加原理，球心处的场强为 

E 0 = E q -f~ Eq . 

由静电平衡条件可知 ，尽 = 0. 所以 


(号 + Q ). 


Eq = 一 Eg 9 


E Q 


Q 

4it€ 0 (3R) 2 


Q 

36keqR 2 


方向沿 O 和？的连线. 9>0 时 ，仏 指向从 O 到 
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_E • dS! 十 E - dS 2 = 少 i 一少 2 = 0. 

S 1 S 2 


而 

• dS = 

因此通过半椭球面的电通量为 

(p 2 = = Enab cos d, 

(上面半椭球面的法线取向为垂直于椭球面向外） 

实际上，通过以该椭圆为边线的任意曲面的电通量的数值都相同，均为 £^ Mcos 0. 






三、习题解答 • ; - 


8-1. 根据玻尔氢原子模型可知，氢原子中的电子与核相距 r =5.3 Xl ( T u m ,试问电子所 
在处由氢原子核所产生的电场强度是多大？电子所受电场力是多大？ 

解： 由点电荷的电场公式得 


E 


, 6 X 10 


5. 1 X 10 "(N • ( T 1 ). 


47 re 0 r 2 _ 4 X 3. 14 X 8. 85 X 10 -12 X (5. 3 X 10 -11 ) 2 

F = qE = 1.6 X 10 - ' 9 X 5. 1 X 10 11 = 8. 2 X 10 _8 ( N ). 

8-2. 有两个点电荷，9! = 8.0 X 10- 6 C , q 2 =-16. 0 X 10 -«C ，相距20 cm , 试求离它们都 
是20 cm 处的电场强度 £. 

解： 设两点电荷相距为 r , 与它们相距都是 r 的点 A 与这两个 
点电荷位于等边三角形的三个顶点，取如图的直角坐标，则两电荷 
对 A 点产生的电场大小为 


E 2 


gi 

47re 0 r J ' 
92 


47160^ " 

两点电荷在 x 和^方向的电场分量分别叠加起来，得 

E x = Ei cos 60° + E 2 cos 60° = -|-(£i + E 2 ) 

= (8. 0 + 16.0) XI。- 6 

_ 8 X 3.14 X 8. 85 X 10 _u X (0. 2) 2 



t ( q \ + Qz ) 


8 jte 0 r 2 
2.7 X 10 6 (N . C - 1 ), 


E y = E \ sin 60° - £ 2 sin 60° = ^(£i _ E 2 ) = (?i _ 9 z ) 


1. 732 X (8.0- 16.0) X 10~* 
8 X 3. 14 X 8. 85 X 1( T 12 X (0. 2) 2 


1. 56 X 10 8 (N ■ C - '). 


A 点的场强£为 


E=VEl +EI = v "2. 7 2 + 1. 56 2 X 10 6 = 3.1 X 10 S (N . CT 1 ). 
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E 和 X 轴所成角度为 


- 沒 )=— 30 。 


( A 点其实为中垂面上半径为 10 W 的圆上的任一点 .） 

8_ 3 .如图所示为一种典型的电四极子，它由两个相同的电偶极子 p = ql 组成，这两个偶 
极子在同一直线上但方向相反,且彼此的负电荷互相重合. 试证: 在电四极子的轴线延长线上 

离开其中心（即负电荷所在处)为 K 假设)的戶处的电场强度大小为£ = 7^,式中 Q 

47 re 0 r 

= 2ql 2 称为这种电荷分布的电四极矩. 

+9 —2q ~\rq p 


习题 8-3 图 

解：设 p 点为电四极子轴线延长线上的一点，该点场强是四个电荷所共同产生的，由场的 
叠加原理 

£ - 9 f 1 | 1 2l3(2gl 2 )_ 3Q 

47re 0 L(r+Z) 2 (r—Z) 2 r 2 」 4jte 0 r 4 47te 。 〆. 

8-4 .电荷 9 均匀地分布在长为 Z 的一段直线上，试 求： 

(1) 该直线的中垂面上离线中心为 r 处的场强 E ; dE 、') 

(2) 当/-0时,£=? \ 

( 3 ) 如 /— oo , 且保持电荷线密度义为常数, £ =? \ 


解： （1) 取如图坐标系，取电荷元如= Adr , A = ,电荷元离 

开中心的距离为工，在带电直线中垂面上离线中心为 r 处产生的场 
强为 



O x Ax 
-I -- 

习题 8 - 4 图 


4從。（广 2 +1 2 )， 

由对称性分析可知，带电直线上所有电荷对该点产生的电场强度的: t 分量互 相抵消，只有 : y 


分量，故该点 E = E y , dE y = dEcos a, cost 


E = dE • cos 


Ci 

a = 


— vV z +/ 

Adr • r 
47ce 0 (r 2 +x 2 ) # + x z 


47T6o 


f dr 


4 庇 0 rVr 2 -\-x 2 ^~i 


(2) Z —0 时,上式为 E : 




相应于带电直线变为点电荷. 



(3) Z — %时，上式为 E 


U 


47T£or[r 2 H - 




47 re 0 r 


2K€ 0 r 


2 


8-5. —无限大均匀带电平板的电荷面密度为 cr , 其上有一半径为1?的圆洞，求这洞的轴 
线上离洞中心为 x 处的电场强度. 

解： 取如图坐标，在带电平板上取一个与圆洞同心的圆 
环,半径为 r ， 宽为 dr •，在轴上 取一点 P , P 点到圆心的距离为 
X ,由对称性可知，该圆环对 P 点产生的电场在垂直于； c 轴的 
方向上互相抵消，只有沿 x 轴的分量，即 

adS 


dE —— dE , 


47te。（x 2 + r 2 ) 


cos 6 , 


dS 为圆环面积 ， dS = 2 jrrdr , cos d — x / Vr 2 + . 整个带电 

平板对 P 点产生的电场是由无数个圆环所产生的电场的 
叠加： 



e = K=I 


a2izrdr 


4 tt € 0 ( x * -hr 2 ) y r 2 不工 2 
= ~£ (r2+x2)_T L = 2co(i? J +x 2 ) 1/2 - 

8-6. —个球体内均匀分布着电荷，电荷体密度为 (£>,» •代表从球心 O 指向球内一点的 


位矢. 


(1) 证明: r 处的电场强度为£ = -£-»•； 

o£o 

(2) 若在这球内挖去一部分电荷，形成一个空腔，这空腔的形状是一个小球，如图 （ a ) 所 

示，试证明这空腔内的电场是匀强电场，其场强为£ = f a ,式中 a 表示由球心 O 指向空腔中 

3 e 0 

心的矢 ft . 



习题 8-6 图 U ) 



解： （1) 以 O 为球心, r 为半径作一高斯球面，如图 （ b ) 的虚线所示，由高斯定理得 


cf E . dS = ^ = 

J £o o£q 
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解得 £ = £， 

方向沿 r 方向，因而可写成 


(2) 设空腔中心为 O ', 从 O ' 到空腔内某点的矢径为 K , 从 O 到该点的矢径为 r , 则有 r = a 
+ R. 采用场强叠加方法,把空腔看成是带正电（体密度为沁的小球和带负电（体密度为一 />) 的 
小球叠加的结果.这样，在空腔内任一点的场强可看成是整个大实心带正电球和 一个带 负电的 

小球所共同产生.大球在该点产生的电场已由 （1) 中求得为 E , = •，小球对该点产生的电 

oeo 

场用同样方法可求得为& =-^ R ，总的电场强度为 


E = E l + E 2 = 5 e -( r - J ?) = - fi - a . 

oeo oeo 

由于£只与 a 有关，与腔内的具体位置无关，因而是匀强电场. 

8-7. 无限长的两个共轴直圆筒，半径分别是亿和，两圆筒面都均 
匀带电，沿轴线方向单位长度所带的电量分别是 A , 和 A 2 . 

(1) 求离轴线为 r 处的 E (分别考虑 r < K ,， 艮< r < i ? 2 和 r > 沁 
三种情况），设 A , >0和又 2 >0. 

(2) 当义 2 =- A , 时，各处的£如何？ 

解： （1) 如图所示，作同轴的圆柱形髙斯面，高为单位长度，半径为 
r •，由圆柱面上电荷产生的电场具有轴对称性，设£的方向由轴沿径向指 

向外面，和高斯柱面的侧面法线方向一致，即 J ^ E - dSsJ ' E - dS ，且在相 
同半径处 E 的大小相同 .£ 和上、下底面的法线方向相互垂直， f dS = 0 ,由此可得 



OE • dS = E • 2nr - 1 


= 2 i 
e 0 . 


在 r <見处，仍= 0 ,得= 0. 

在 <i r < R 2 范围 • dS = E • 2nr 


Sb. = ^L 
e Q e 0 


得 


E 2 = 


Ai 

2it€or 


如 r > , 

得 


E 3 ■ 2nr= ^ 十 
e 0 e 0 

TT* _ A 】 I A 2 

Ei = 2ne 0 r • 


(2) 当 A 2 =— Av 时，在 r > i ? 2 处， £ 3 =0 ; 而在 r < R , RR' <r<R 2 范围内 £ 不变 • 
£ 的方向都沿半径方向，指向外端. 

8-8. 假设一均匀带电细棒所带总电量为 9 , 棒长为2 试求： 

(1) 棒的延长线上离棒中心的距离为 r 处的场强 E ; 
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(2) 通过棒的端点并与棒垂直的平面上各点的场强分布. 
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dx p 

O x x 



习题 8-8 图 （ a) 


z 



解： （1) 带电棒的线电荷密度为 A = &，取沿棒方向为工轴，棒的中点取为坐标原点，如 

图 U ) 所示,在棒上取线元 cLc , 其荷电 M dg = Adx ，它在离棒中心距离为 7" 处的 P 点产生的场 
强为 


dE 


Adz 


4ne 0 (r — x ) 1 ， 


方向沿 x 轴，棒上所有电荷在 P 点产生的场强可用积分求得 


E 




dr 

I (r — x) 2 


A 

4tC£o 


_2 AZ _ _ _ 2 _ 

4 兀 £。（〆 一 l 2 ) 47reo (r 2 一 l 2 )• 



丄 _ L _ 

4ne 0 W— l r-\- l 


当 g >0 时, E 指向 i 正方向；当 9 <0 时, £ 指向 x 负方向. 

(2) 如图 （ b ) 所示，过棒端点作一与棒垂直的平面,此时用柱坐标求解较为方便，由对称性 
可知,在该平面上离 O 点距离相同的点的场强大小应相同，设此平面上某点 P 距离0为『，在 
棒上离 O 点为 2 处取线元 dz , ck 上的电荷对 P 点产生的电场强度为 


dE= 


_dg 


- ， dq^^dz. 


4 從。 (r 2 H- ) 

场强方向与 r 轴成 a 角，把 dE 分解为 r 和 z 方向的分量，则 


dE r = dEcos a , dE z = — dEsin a, cos a 




,sin a 




E r 


dE r 


•2 / 
Jo 


Adz 


Ar • 


47re 0 (r 2 + 之 2 ) ^ r 2 -|- z z 4tc£o r 2 (r 2 + z 2 ) 1/2 I o 


47re 0 r(r 2 +4Z 2 ) 1/2 * 

q>0 ，则沿 r 方向； g <0 ，沿 r 的反方向 

£, = JdE , =~^ Adz 


ineoir 2 z 2 ) (r 2 -f- z 2 ) 1/z ijveo + ; 2 I 。 
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8-10. 如图所示， AB 长为 2 Z , OCD 是以 B 为中心， Z 为半径 
的半圆, A 点有正电荷点有负电荷一《?, 问： 

(1) 把单位正电荷从点 O 沿 OCD 移到点 D , 电场力对它做 
了多少功？ 


+9 /^\ 
A O B D 

— 2/ —H 


(2) 把单位负电荷从点 D 沿 AB 的延长线移到无穷远，电场 习题 8-10 图 

力对它做了多少功？ 

解： 解法一： （1) 根据电势叠加原理， O 和 D 点的电势分别为 


Uo = 点 (f + 〒) =0 , 


U D 


占(§+〒) =_ 士 


电场力把单位正电荷（9。= 1 ) 从点 O 沿 OCD 移到点 D 所作的功与路径无关，只与这两点 O 
和 D 的电势差有关. 


W„； D = 90 (t ； o -l； D ) = < ? „(0-^)=^. 

(2) 注意本例无穷远处电势=0，电场力把单位负电荷（ q 0 =—l )从£>点移到无穷远 
处所做的功为 


^ D^> = Qoi^D — Uoo ) = Qo^D = ~~ /• 

D 7 T£o t 

解法二 ： （1) 保守力做功与路径无关，先求每个电荷分别对奶所做的功，再叠加. 
w ^ = Ictd F • d/ = 0 (沿 OCD，F 丄 cH ), 

= 广 -^-dr= _2_. 

J i 47te 0 r 2 4?ce 。 l / 3 / / 6 從 。/ 

总功为 W = + W +9 = ~^— r 

O 7 re 0 ^ 

(2) 以 D 点为坐标原点，水平方向为 x 轴，即 9 。=— 1的移动路径， 

w = w+, 懷 ,= J": w- 

811. 如图所示，两均匀带电无限长共轴圆筒，内筒半径为 a , 沿轴线 
单位长度的电量为 A , 外筒半径为6,沿轴线单位长度的电 量为一 A , 试求： 

(1) 与轴线相距为「处的 电势； 

(2) 两筒的电 势差. 

解： （1) 作同轴的圆柱形高斯面，长为1个长度单位,半径为由高 
斯定理得 
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高斯柱面的上、下底面的法线方向与£垂直 ， E - dS = 0 . 

J 底 

柱面的侧面法线与通过该处的场强 E —致， • dS = EdS = E • 2 nr . 

r<ia t qi = 0 , 得 £^= 0 . 
a < r < b , q z = A -1, E z = 5 -^—. 
r > b ， g 3 = A — A = 0, E 3 = 0. 

由场强即可求得 电势. 由于圆筒无限长,不宜选无穷远处为电势零点，现选外筒表面处为 
电势零点，得 

r 〉6, L 7 = J £3 • dr = 0 ； 

a r 〈 b ， U = f E 2 • dr = [ ^— dr = 入 In — ； 

Jr Jr Zneor ^ ne 0 r 

r <i a , L 7 = f E , dr + [ E z • dr = f ^ — dr = In —. 

Jr J a Ja 4TC€o ^K£o a 

可见同轴圆筒的内外均为等势区. 

(2) AU = U a - U b = ^-ln 

^nto a 

8-12. 有两个异号点电荷,带电量分别为 ne ( n > l ) 和 一 q 
相距为 a , 证明： 

( 1 ) 电势为零的等势面是一个 球面； 

( 2 ) 球心在这两点电荷连线延长 线上一 e 的外侧. 

解： 以两电荷连线中心为原点，连线为 2 轴，如图所示，设 

电势为零的等势面上有一点 PU , 3S z ), P 到一^和批的距离 
分别为 n 和 r 2 ，则 

n = [ x z +y + ( Z - f) 2 ] 1/Z , 

r 2 = [x 2 +y + ( z +f) 2 ] 1/2 . ① 

由题意 P 点电势为 



习题 8 - 12 图 



由②式得 & = «或0=«^. 

r i 

①式代入③式得 [ y + y+p + DT ^ wiy+y + p - y ) 2 ] 1 / 2 , 


整理得 




③ 
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这是电势为零的点满足的方程，为一球面方程，所以等势面是球面 • 


( 2 ) 由球面方程可知，球心坐标为 ( 0 , 0 , 化士^ ),故在 z 轴上, Z 坐标为 ^匕:士 G 


2(« 2 — 1 ) 

> f , 所以球心在这两点电荷连线的延长线上，即一 e 的外侧 • 

8 13. —半径为 i ? 的圆环均匀带电，电荷的线密度为 A , 求轴线上 
与环心相距为 x 处的电势 I /,再由 [； 求该点的电场强度 E . 

解： 如图所示，取圆环轴线为工轴，圆心为坐标原点.在圆环上取线 
元 dZ , 其上带有电量为 d 9 = Ad /, Aq 对圆环轴上 x 处的 P 点产生的 
电势为 


dL7 = 1 . d ? 

47t£o r 


Ad/ 


AneoU 2 + R 2 Y /2 ' 
整个圆环上的电荷对尸点产生的电势可用积分求得 

dl 



LT = [dL/ - 

47 reo J o 


AR 


4；reoJo (x 2 +R 2 ) 1/2 一 2e 0 (x 2 ^R 2 ) l/2m 
由对称性分析，轴线上的电场强度只有沿轴线的分景.因此 ， E = £ x =- g . 对本例情形，即 

E ―― ^ =— 迟 . 「— — (x 2 + R 2 ) - ^ • 2x\— _- 

2 eo L 2 KX > “ 」 2 eo (x l +R 2 y /Z - 


E 的方向沿: r 轴，如 A > 0 , 则 x > 0 时，指向 工 轴正向 ，i < 0 时，指向轴负向 
8-14. 平行板电容器充电后, A 、 B 两极板上的电荷面密度分别为《7 和一 < r , 
如图 （ a ) 所示，设 P 为两板间的一点，略去边缘效应(把两板当作无限大). 

( 1 ) 求 A 板和 B 板分别在 点尸产 生的电场强度和£ 8 ，并求 P 点总场 
强 E ; 

( 2 ) 若把 B 板移走，求 A 板上的电荷在点 P 所产生的电场强度 £. 

解： （ 1 ) 以垂直于平板的方向为 1 轴，指向右边为 x 轴正方向，单位矢量为 
i ， 则由 A 板和 B 板单独在 P 点产生的电场强度由高斯定理可得 （§ 8 . 3例 3): 


+ <7 


_ 

+ - 

_ 


+ - 

+ — 

+ 



ip = 

t — 
+ - 
+ - 
+ - 
+ - 
+■ — 



+ — 
+ 



A 


i—i 


Ea = 2 ^ f> Eb = 

两板共同在 P 点产生的场强为 


习题 8-14 图 （ a ) 


E = E A + E fl =^. 


( 2 ) B 板移走时， A 板上电荷将重新分布，平均分布在两个表面上，故 m = < r 2 = f ， P 点 
电场强度为这两个表面的电荷所产生(图 （ b )) : 


E' ~ Ei -j- E 2 = ^-i + 




2eo 2e 0 4e 0 4e 0 2c 0 

解法二： B 板移走后， A 板每面的电荷密度为 a =02 = f 点在导体表面附近， £ ' 
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eo 2e 0 ' + 

8-15. 如图所示为两无限大平行板, A 、 JB 两板相距 5.0 X 10 _ 2 m ,板上各 I 
带正电荷 ( A 板)和负电荷 ( B 板），电荷面密度都是 < T =3.3 X 10_ 8 Om _ 2 板 + 

接地 ，求： t 

( 1 ) A 板的 电势； = 

(2) 在两极板间离 A 板 1.0 Xl ( T 2 m 处点 P 的电 势. ： 

解： （1) 因 B 板接地，所以求 A 板的电势可从求 AB 两板的电势差得到，习题 8-14 图 ( b ) 

设两板间距为 A 则 

Tj = ! = aS = qd 
UaB ~ C ~ EoS/d ~ to 

= 3. 3 X 10 ~ 8 X 5. 0 X 10 
8 . 85 X 10 -' 2 

U A =U AB = 1. 86 X 10 2 ( V ). 

( 2 ) 两板之间的电场为 
P 点电势为 U P , 两板间为均匀电场，所以 习题 8-15 图 

Up = E • ^ = L/ab • ^ = 1. 86 X 10 2 X 2 = 1.48 X 10 2 ( V ). 

8-16. 内、外半径分别为 J ?, 和 i ? 2 的导体球壳均匀带电，电 M 为0,求离球心为 r 处的电 
场强度£和电势 t /. 

解： 由导•体的静电平衡条件，当空腔导体内没有电荷时，电荷分布在外表面上，球内腔和 
导体内£ = 0 ,对 r >沁，由高斯定理，作一半径为 r 的同心球面为高斯面， 

• dS = , E • 47tr 2 = 殳 ， E = — 

J €o £o 4兀£ 0 广 

如 Q > 0 , £方向沿半径向外. 




r < R 2 处均和外球面等势， 1 / = 

8 17. 有两个半径分 别为艮 和馬 （ K , <私）互相绝缘的同心导体薄球壳，现把+ «?的电 
量给予内球. 

( 1 ) 求外球的电荷和 电势； 

( 2 ) 把外球接地后再重新绝缘，求外球的电荷和 电势； 

(3) 在完成 (2) 后，再把内球接地，求内球的电荷及外球的电势. 

解： （ 1 ) 由导体的静电平衡条件及电荷守恒定律可得知外球壳的内、外表面分别分布有 
和+ 9 电荷，由于球壳很薄，如图所示，这两层面上的电荷对外球壳产生的电势互相抵消， 

故外球的电势可看成是由内球的电荷所产生 ， U = 
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(2) 外球接地后，其外表面电荷流入大地，电荷为零，内表面电荷不 
变,外球内表面电荷和内球电荷共同产生的电势使外球壳为零电势，即 
U = 0. 

(3) 再把内球接地，则内球电势为零，因外球壳带电荷,对内球 
表面产生的电势为负，故内球上必有部分正电荷存在，才能保证内球电 
势为零.设内球带电 M 为+ 〆 ，则外球内表面必分布一 〆 电荷，外球外表 
面带电量为（一 9+9'), 由内球电势为零的条件 

% = & + 益 = 0 ’ 



解得 


f 尺 1 
q = & 9 . 

外球电势为三层球面电荷产生的电势的叠加 


u 外 


;+ 9'丄 q ’ 




— q + q ' = 

A 7 Z £ qR Z 


( R 2 — R \ )q 
" ineoRl . 


得 


4neoRz 4 tt£ 0 R 2 

解 法二： 两球壳间场强 £, = 外球壳外场强为 E 2 = ::二，’ .内球电势为 

= \l Ai? dr+ \l f^ dr = 4i(lr _ ^) =0 - 

/ i?i 
9 = & 9 ， 


外球电势 


u 外 


I ： 




-dr 




/ R 2 4 jteo ^ 4 jre 0 Ri 

8-18. 同轴传输线由圆柱形长直导体和套在外面的同轴导体圆 
管构成，如图，设圆柱体的电势为 tA ，半径为拓，圆管的电势为 t / 2 ， 
内半 径为沁 ，求它们之间离轴线为 r 处 ( i ?, < r < i ? 2 ) 的电势. 

解： 在私 0< R 2 内作一半径为 r , 长为 Z 的同轴圆柱高斯面. 
设圆柱体单位长度带电量为 A , 由高斯定理得 


OE 


得 


dS = E • 2 jrrZ =—, 

€o 


E 


2 neor ' 




A 


得 


)27 TCo r 
2 ne 0 (Ui 


dr 


2 ^ ln ^ 


U 2 ) 


ln l 



习题 8-18 图 


设离轴线为 r 处的电势为则 
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同样，若用 
则得 


U r -U 2 = . dr = | R 


2ne 0 r 


dr : 


27 T £ 0 


In 


Rz 




ln l 


U r =U 2 + Ul ^ln^- 


In 




U：-V r 


'r 

J R 


A 


r : 2rceor 


dr 


‘ ln f ， 


Ur 


1 k 2 

ln ^7 


8 19. 如图所示，将电容器 C , 充电到两极板的电势差为 
V 。，然后撤去充电用的电源，再将此电容器与未充电的电容 
器 C z 连接起来,求电容器组合后的电势差为多大？ 

解： 由电荷守恒 定律： 


9 o = 9 i + 9 z , 

将9 = CV 应用于上式各项，得 


S 

- oN > - 

9 o 

Vc ~ 

~ rr 2 


习题 8-19 图 


c,y 0 = c,v+c 2 v. 


组合后电势差为 


v = v 0 


c, 

c x +c 2 . 


上面的方法可用于由已知电容 Ci 测量未知电容 c 2 . 

8-20. 一接地的无限大厚导体板的一侧有一半无限长 
的均匀带电直线垂直于导体板放置，带电直线的一端与板 
相距为 A 如图），已知带电直线的线电荷密度为 A , 求板面 
上垂足点 O 处的感应电荷面密度. 

解： 取坐标如图所示,0为原点，: r 轴沿带电直线.设点 
O 处的感应电荷面密度为(7。，导体板内与 O 相靠近 的点^ 
(图中黑点处)的场强£'。=0,由场强叠加原理 



习题 8-20 图 


£，„= E x + E„ o = 


— Adx _j_ go 
AneoX 2 2eo 


-A 

47 re 0 ^ 



上式中假设 A 、 tr 。 均为正，因此由感应电荷和带电直线对 C / 点产生的场强才均指向: t 轴负方 
向.解得 
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电势差为 


AL t = LT r - U Rl = 



由以上结果可知,不管外球壳接地与否，两球的电势差保持不变.当9为正值时，小球电势 
高于球壳电势,9为负值时，小球电势低于球壳电势. 

8-22. 如图所示, -- 铜圆筒内半径为 r = 3. 0 cm, 长为/ = 50 cm, 

竖直放在一平板玻璃上，筒内盛满电阻率为 (0 = 33 n • cm 的硫酸铜溶 
液，在圆筒轴线上有一根直径为 d == 1. 0 mm 的铜导线，如在圆筒和导线 
间加 2.0 V 的电压，求电流 J. 

解： 在圆筒和导线间加电压，则电流是径向流动的，电阻 R 为 




R 




*r 

• T 


dr 


2^ h 


2 r 

~d 



33 


In 


2 X 3 


2 X 3.14 X 50 1.0 X 10 


0.43(0). 


习题 8-22 图 


电流为 



2.0 

0743 


4. 65( A ). 


8-23. 电路的某一部分如图所示，已 知：占 = 2.0 V , r = 
2. 0 H , -Ri = 8. OH , Rz = 6. Oft , Ii = 1.0 A , I z = 0. 5 A , 求 Uab . 
解： 由一段含源电路的欧姆定律得 

Uab = A (尺 +0+(厂+1 2 )艮一 （ 一幻 

= 1.0(8. 0 + 2. 0) + (1.0 + 0. 5) X 6. 0 + 2 = 21( V ). 



习题 8-23 图 


8-24. 如图 （ a ) 所示，已知私 = 4 R 2 = 4 Q y R s = 6 H , 电源内阻忽略不计，若流过尺 3 
的电流 -0.1 A , 求流过亿及 i ? 2 的电流，并求电源的电动势改 


Ri R2 



习题 8-24 图 （ a ) 


尺 1 A Ri 



解： 设电流 h 和的方向如图 （ b ) 所示，选择回路的绕行方向如图 （ b ) 中曲线所示，列出 
节点电流方程和回路方程 如下： 

A 点： J 2 + J 3 — Ji =0. 

回路 1: Ii Ri + I3R3 = 

回路2: IiR2 — Isi?j = 0. 

代入已知条件,得 

( I 2 -h +0. 1 = 0, ① 

j4J,+0. 1 X 6 = 豸， ② 

Uh -0. 1 X 6 = 0. ③ 
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由③解得 h = 0.15( A ). 

代回①式得 J , = J 2 +0.1 = 0.25( A ). 

代入②式得 < f = 4 X 0. 25 + 0.6 = 1.6( V ). 

8-25. 如图 （ a ) 所示，已知 n = r 2 = r 3 = R 3 = R, = 1 H, Ri == R 2 = 2 Cl, R 5 = 3 Cl, ^ 
=12 V ， = 6 V ， <?, = 8 V ， 求： 

(1) A 、 D 两点的电势差 t / m ; 

(2) a 、 6 两点的电势差 U *; 

(3) 如果 a 、6 两点接通，流过 i ? 5 的电流是多大？ 

=12 V =12 V 




解： （1) 如图 ( a ) 所示，只有一个电流回路，取电流为逆时针方向，则由回路方程得 

I = _ 爲 _ = 12 — 8 = 0 C/AX 

_ R, -hR 2 +R 3 +R t + r 1 + r 3 _ 2 X 2 + lX 4 _ U， 

由一段含源电路欧姆定律得 

Uad = I ( i ? 2 + r 3 + J ? 3 )-(-^)=0. 5 X 4 + 8= 10( V ). 


(2) LL = U ^+ Ua , = 10 - 6 = 4( V ). 

(3) a 、6 两点接通,取如图 （ b ) 的电流方向及回路方向，列出基尔翟夫 方程: 


A 点： 

h h ~ h = 0 , 


① 

回路1: 

+ K 4 + r 1 )+ I 3 ( r 2 + l ? 5 ) = ^ 

—愿1 、 

② 

回路2: 

^2 (Rz + ”3 + 及3 ) 十 h (广2 + i ?5 ) ~ ^3 

— <02* 

③ 

把电阻值代入②、③两式，由②式得 4/,+4/ 3 = 6； 



由③式得 
解得： 

4/ 2 + 41 3 = 2； 




= " I * A , I2 = — A , J 3 = 音 A . 


通过艮的电流为 | A ， 方向如图 （ b ) 所示 • 

8 26. 甲乙两站相距50 km , 其间有两条相同的电话线，其中有一条在某处触地而发生 
故障，甲站的检修人员用图示方法找出触地点到甲站的距离1具体做法是请乙站把两条电 
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话线短路，调节尺，使通过灵敏电流计 G 的电流为零， 
已知电话线每千米长的电阻为 6. 0 n ， 测得尺= 360川 
求 

解： 这是电桥电路，设每 km 长的电阻为 r 。， 甲、乙 
间的电话线长为电桥平衡时左边两臂电阻相等，以接 
地处为分界，则 


+ I — x ) r Q = * rr 0 + R ， 


乙 甲 



得 


I - 


R _ 

2r 0 


50- 


360 

2 X 6.0 


20( km ). 


"8-27. 实验表明，在靠近地面处大气中存在相当强的电场，电场强度 E 垂直于地面向 
下，数值约为100 N • CT 1 ; 电场强度随髙度下降，在离地面 1.5 km 处约为25 N • C 1 ， 方向也 
是垂直于地面向下. 

(1) 试计算从地面到此髙度大气中电荷的平均体 密度； 

(2) 假设地球表面处的电场强度完全是由均匀分布在地表面的电荷产生，求地面的电荷 
面密度 • （已知 e 。 = 8.85 X 10- i 2 C 2 . N — 1 . nT 2 ) 

解： （1) 设离地面 1.5 km 以下大气中电荷的平均体密度为 p ，如图 （ a ) 所示,作底面 AS 平 
行于地面，高为 A , 轴线垂直于地面的封闭圆柱面为高斯面 S , 由高斯定理得 


(E E • dS = E 2 AS — Ei AS = 丄 2 9 = 丄. AS • h • p . 

J s Co e 0 r 

得 p = f ( E z - E ,) = 8 ^ 5 5 ^ (100 - 25) 

= 4.43 X 10 — 13 (C _ m * 3 ). 

(2) 设地球表面电荷面密度为如图 （ b ) 所示，作上 
底面 AS 在地球表面附近且平行于地面，下底面在地球内 
部，轴线垂直于地球表面的圆柱高斯面.地球内部 E =0, 由 
高斯定理得 




JL . 义, 

V 


习题 8-27 图 （ a ) 



习题 8-27 图 （ b ) 



dS ―― E 3 ^S = 


得 


'£o £-3 


8. 85 X 10 _1Z X 100 =- 8. 85 X 10 _10 (C • m -2 ). 


• 8-28. —均匀带电金属薄球壳，半径为 i ?, 带电量为 Q , 在距球心 i ?/2 处有一点电荷(?， 
球外有_ P 点到球心的距离为 2 i ?, 如图所示，试计算 P 点的场强和电势. 

解： 如前所述，由静电平衡条件和高斯定理，知球面内外表面 
分別带有电荷_9和 Q +9, 内表面电荷虽然分布不均匀，但其对球 x ^ R 

外电场的贡献恰与9抵消，这样才能保证金属球壳内的场强处处 
为零.金属球外表面电荷必作均匀分布，因此 P 点的场强就只由外 
表面电荷决定，由高斯定理可求得 
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£— q+Q _ g+Q 

4 w 0 (2^) 2 ~ 16撕/? 2 ’ 

rr = f °° ? + Q j ,- = Q + Q 
" J 2R 4 Jceo r 2d _ 8tte 0 R' 

" 8 29. 试求均匀带电圆盘对称轴上的电势和盘边缘的 电势. 已知圆盘半径为 K , 带电量 

为 9. 

解： 如图 ( a ) 所示，设面电荷密度为 a , 通过盘中心垂直于盘面的对称轴（取为 z 轴）上任一 
点 P (0, 0, z ) 的电势可用积分求得. 

在半径为 r 到 r + dr 间的 一 个圆环上的电量为 dg = 2 nrodr , 它在 P 点的电势为 

dU = 丄. 2 - nardr = JSL . rdr 

4jt£o l 2c 0 y z z +— 〆’ 

P 点电势为 


由 




会 (vV + R 2 — z) 

2^(\/z 2 +i? 2 +z) 


(z>0), 

(z < 0); 


0= ； ^代入上式，得 



W z 2 + R 2 — z ) 

( V ^ TW + z ) 


(z>0), 

U< o). 



习題 8-29 图 （ a) 习题 8-29 图 （ b) 


计算圆盘边缘上一点 P 的电势可如图 （b) 所示，取尸点为中心、 r 和 r + dr 为半径作圆弧， 
在圆盘上割出的一段圆环的电量为 

dq = <7 • 2 r 6 • dr. 

2沒为盘内圆环对 P 点的张角 .d 9 在 P 点产生的电势为 

dl ; = 1 . d? = -2^-dr, 

47 T£o r Zneo 

因 r = 2Kcos d y dr =— 2i?sin 0 d 0 f 

代入上式并积分,并注意 r 与0的关系，得 
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U 


^-Osin OdO 
f K€ 0 


oR 

7 T€o * 


以 + 代入上式可得 


u = 


q 


- 8 30. 半径为 R 的球面均匀带电量 Q , 沿半径方向有一均匀带电细线，带电量为 q , 长为 
L , 细线近端离球心距离也为 L ( L > 尺），如图所示，设球和细线上电荷分布固定，求细线对球 
的作 用力. 

解： 细线对球的作用力大小等于球对细线的作 
用力，方向相反，求解球对细线的作用力较 方便. 

取如图所示坐标，在细线上离球心为 r 处取一 


小段线元 dx ， 其所带电量为 dg = Adr 
该处产生的电场可由高斯定理求得为 

Q 


f dr , 球在 


O 



1__, 

, djc 

A —^— 


1 L } 

1 

L _ L _I 


/ 



E 


习题 8-30 图 


4 從 0 工 2 • 


所取线元受到作用力为 


dF = Edq = 


qQdx 

47re 0 La: 2 


整条细线受到的作用力为 


F= io dF= r 


oQ 

87re„L 2, 


这也是细线对球作用力的大小，当 9 和 Q 同号时，相斥，球受到指向 
异号时，球受到指向 I 方向的力. 

•8-31. —个半径为 2 i ? 的孤立带电金属细环在其中心 O , 处 
产生的电势为 t /„. 将此环去套半径为 R 的接地导体球，使环中心 

a 位于与环平面垂直的球径上，且与球心 o 2 相距 f ■.试求导体球 

上感应电荷的电量. 

解： 设环上所带电量为 9. 当环孤立放置时，其中心电势为 
U 0 , 则有 


工 负方向 的力； 当9和 <3 


R 




Atc£ 0 (2R) 


Q 

SneoR 


得 


q = 8 庇 0 RU 0 , ① 

接地导体球电势处处为零，所以环上电荷和球上感应电荷在0 2 处产生的电势之和为零. 
设球上感应电荷为 Q , 
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_ 2 _ 

4 ke 0a J (2 R ) 2 + d ) 


= 0 , 


即 


由①、②两式可得 



16 Too RUq 

■AT 


② 


•8-32. 试计算两条带异号电荷的平行导线单位长度的电容.如图所示，已知导线的线电 
荷密度分别为+ A 和 一 A ，导线的半径为 a , 相隔距离为 d ( d 》 a ) ，且设两导线为无限长. 

解： 取 I 轴如图所示，在两导线平面上，两平行导线间任一点的 
场强为 


T 2ne 0 ^ 27 tbo (d — x)' 

两导线间的电位差为 

tA - U 2 = \Ed^ = \y [点 + 2« 0 (i-x)] dx 



= 丄 In ^2 
TC£o a 


习题 8-32 图 


单位长度的电容为 


r = A _ 冗 €o 7 T£q 

— Ul ~ Ui _ ln^ 〜 hT^' 

a a 

•8-33 •由 10 根电阻值均为 i ? 的电阻丝连成一个梯状网络，如图所示.求网络最远两端 
点 A 、 B 间的等效电阻. 



习题 8-33 图 


解： 本题如应用基尔霍夫定律求解比较复杂.由于电路具有某种对称性，可以利用这一特 
点简化计算. 

设想将 A 、 B 两点接入外电路，从 A 点流入的电流为 J , 则从 B 点流出的电流也一定是7, 
Rab = u ^/ l , 所以先设法求出 U ^. 由对称性知，如电流 J 由 B 点流入, A 点流出，则各支路 
电流数值不变，仅方向相反.据此可先在图上标出各支路的电流，这里运用了节点电流定律.如 
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c 点电流流入为 （ j _ m 和 a — o , 则流出应是这两者之和对 f 点也可同样写出 
经过的电流之间的关系.由网络中间部分的对称性知 


IcD = IeF ， 

I-h = / 2 , 
h = 1/2. 


则 
得 

由 AC 间两支路上电压相等，有 

a - h ) - 2 R = a + 八一 / 2 ).兄 

解得 

h = j (2 I + h ) = 音/. 

LU = U^+Uep+Ufb = I,R + I 2 R + (I- I,) . 2R = (27-J, 
将 h 的值代入，得 

15, 


U A 


T 


IR = IR , 


最后可得 


15, 


•8 34. 如图所示的电路中，电源电动势、电阻、电容 
数值均已知,0点接地，试求： 

(1) A 、 B 点的 电位； 

(2) 若三个电容器起始时不带电，求电路稳定时三个 
电容器与 A 、 B 、 O 相接的各极板上的电童. 

解 ： （1) 电容中无直流电，流过 OABO 的电流为 


10 + 20 — 24 
28 + 2 + 10 + 3 + 17 


0.1( A ). 



方向如图所示. 


习题 8-34 图 


U A =— 0. 1 X 2 + 10-0. 1 X 28 = 7( V ), 
U B = 3 X 0. 1 +24 + 17 X 0. 1 = 26( V ). 


(2) 对于 ACO 支路： 




① 


对 BCO 支路: 




② 
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对<：点 ： 

— q \— qi+qi = 0. ③ 

把 C ! = 20 X 10- 6 ( F ), Cz = 20 X 10- 6 ( F ), C 3 = 10 X 10— 8 ( F )， 代 入①〜 ③式，解得 

9 i =-1.24 X 10—( C )， 

9z = 2.56 X 10—( C ), 
q 3 = 1.32 X 10~"( C ). 

即与 A 、 S 相接的电容器上极板的电量分别为一 1. 24 X 10— C 和 2. 56 X 10— C , 与 O 点相接 
的电容器的负极板上带电量为一 1. 32 X 10— C . 


四、思考题解答 


8-1. (1) 把一个用丝线悬挂着的带电小球靠近一个不带电的绝缘金属导体，但不同它接 
触.试问当小球带正电荷时，如思考题 8-1 图 （ a ) 所示，小球是否受到力的作用？如果受力，是 
吸引力还是排斥力？如果小球带负电荷，如图 （ b ), 情况将如何？ 

(2) 如果将金属导体的远端接地，如图 ( c ), 再用带电小球去靠近它，会发生什么情况？若 
金属导体的近端接地，如图 （ d ), 重复上述过程，情况又如何？ 

(3) 分别在导体接地及不接地的情况下，将带电小球与金属导体接触，试问会发生什么情况？ 



答： （1) 图 （ a ) 中，导体由于静电感应在靠近带电小球一端出现负电荷，另一侧带正电荷, 
故小球受到吸引力作用，图 （ b ) 则靠近小球一侧带正电荷，仍为吸引力 • 

(2) 图 （ c ) 中，由于接地，导体与大地成为一块大导体，故导体右侧感应的正电荷流入大 
地，小球仍受吸引力，图 （ d ) 同理，受吸引力作用. 

(3) 图 （ e ), 导体不接地，小球把部分电荷传给导体，小球和导体带同种电荷，相互排斥.图 
( f ) ,导体接地，电荷将全部流入大地. 
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8-2. “根据库仑定律，两个点电荷之间的相互作用力 F 与两点电荷的距离 r 的平方成反 
比，因此，当两点电荷靠得非常近 ( r -0) 时，它们之间的相互作用力 F 将趋近无穷大".试 问： 
以上说法有什么问题？ 

答： 点电荷的概念是相对的，当我们所讨论的问题中可以忽略带电体本身的形状、体积及 
其电荷密度分布，而把它看成是一个只具有一定电量的“几何点”时，才能抽象为点电荷.本问 
题中“两点电荷”靠得很近, r — O , 这时已不能忽略带电体的体积了，因而也不能再看成点电荷， 
库仑定律不能简单地用上去. 

8-3. 有人说:“根据电场强度的定义，£ = !,场强 B 与试探电荷的电 M 9。 成反比，为什 

Qo 

么说£与9。无关？"试回答此问题. 

答 ：因为 F 与9。成 正比. 如在点电荷 g 的电场中 ， F = 所以£ = 与％无关. 

8-4. 为了检测在一带正电金属导体附近的一点的电场强度 E , 在该处放一个带正电的点 
电荷9。，测得9。受到的力为试问 F / 9 。 的值是大于、等于、还是小于该点的场强£?如果金 
属导体带负电，则情况又如何？ 

答：当 9。不是足够小时，由于静电力作用，引起金属导体上电荷重新分布，靠近正点电荷 
端分布的电荷减少，远端电荷密度增加，因而整个导体的等效正电荷中心偏向导体远离点电荷 
的地方，即相当于 r 增加，故 F 减小, F /?。 也减小，即小于该点的场强 

当导体带负电荷时，则负电荷较多移近9。，等效负电荷中心靠近点电荷，相当于 r 减小， 
F / q 0 增大，大于该处场强. 

8-5. 为什么电场线不会相交？ 

答： 空间任一点静电场的电场强度的方向是确定的，只有一个，若电场线相交，则在交点 
处两曲线的切线有两条，即电场强度有两个方向，与实际情况不符合，故电场线不会相交. 

8-6. 一无限大均匀带电平面所产生的电场是均匀电场，即空间各点的场强£有相同的数 
值，且在平板的同一侧场强方向相同，这是否合理？有人说，在带电平板附近电场应该强些，因 
为那里离电荷近,你如何解释？ 

答： 由于对称性，对处于无限大带电平板同一侧的任何场点而言，场强必沿与平板垂直的 
方向，且和平板等距的任意场点的电场强度都相等.对和平板相距不等的场点，具体考虑 P、Q 
两点，设其连线与平板垂直并与平板相交于 O 点, X 轴即取为连线 方向； 且设 PO = d,，QO = 
d z , d , > d z . 计算表明，平板上的元电荷对 P 点和 Q 点场强的 X 分 ft 的比值随元电荷到 O 点 
的距离 r 单调增加. 

从 ;• = 0的 d \/ d \ 增至 r — M 的饱和值 d '/ d 2 . 即平板上距 O 点较近的元电荷对 Q 点的 
电场的 X 分量贡献较大，而离 O 点较远的元电荷对 P 点场的 X 分 M 贡献 较大； 总体而言便使 
和平板距离不同的场点的电场强度相同. 

8-7. 在真空中有两块相互平行的很大平板，相距为心平板面积为 S , 并分别带电 M+g 
和 一9, 有人说，两板之间的相互作用力 f = ^£^7；又有人说，因为 F = 9 £：，而 E == ^， er = 

f ,所以尸=$，试问 :这两 种说法对吗？为什么？ F 应等于什么？ 

答： 对于两块很大的带电平板，两板之间的相互作用力不能用点电荷的公式 F = 
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计算，故第一种说法错.对于第二种说法，用 F = qE 计算原则上是对的，但£:应是一块板单独 
产生的场，即 •£=+ ,因为计算电荷受到的静电作用力不应把自身的场计入，故 F = 9 • + 

么0 2 co 

= J - 

2 e 0 S ' 

8-8. 根据高斯定理， • dS ==^ 9 , 通过闭合曲面 S 的电通量只与闭合曲面所包围的电 

量9有关，因此，闭合曲面上各点的场强£也完全是由电荷9产生的.这种说法是否正确？ 

答： 这种说法不对，电场中任一点的场强 E 都是由空间所有的电荷共同产生的.高斯定理 
只是表明 E 对封闭曲面积分的总效果只与该曲面内的<?有关. 

8-9. (1) 在边长为 a 的立方体中心放一点电荷9 , 试求通过立方体六个表面之一的 

电通量. 

(2) 如果立方体的边长缩 小一半 ，点电荷的位罝仍在立方体中心，试问穿过各表面的电通 
量如何变化？ 

(3) 假如点电荷移到立方体的一个角上，这时立方体各个表面的电通量是多少？ 

答： （1) 由于立方体6个面对于位于中心的点电荷是完全对称 

的，故每个面相对于9所张的立体角都是 4 tc /6 ,通过的电通量也应是 

整个封闭曲面的电通最的1/6,故每个面的电通量为办= 

= i 
6e 0 * 

(2) 结果同上,和边长无关. 

(3) 如图，当点电荷移到立方体的一角上时，通过点电荷的三 
个面上无电通量，因其上的电场强度均与面平行，由对称性知另外 
三个面通过的电通量相同，我们作8个同样的立方体，使原来处于角上的点电荷被这8个立方 
体包围并处于大立方体中心，则共24个面(小面）有电场线穿过，每个小面相当于原来立方体 

的一个面，故通过原立方体与 <7相对的小面的电通量为氣= • dS = 2^. 

8 10. 假设一髙斯面内部不包含净电荷，是否可判断这个面上各点的£处处为零？反过 
来，假如高斯面上的场强£处处为零，是否可判断该闭合曲面所包围的空间内任一点都没有 
净电荷？ 

答： 无净电荷即电荷的代数和为零，这时虽然电场的通 it • dS = i = 0,但曲面上各 

J eo 

点的£仍可不为零，例如曲面内有一电偶极子，则曲面上各点 E 不为零.反之, E 处处为零的 
高斯面所包围的空间内，并非处处无净电荷，例如两个带等量异号电荷的同心球壳外所作的同 
心高斯球面上场强£处处为零，但在球壳上每点都有净电荷. 

8 11 . 回答下列问题，并举例说明之 

(1) 场强大的地方，电势是否一定高？电势高的地方，场强是否一定大？ 

(2) 带正电物体的电势是否一定为正？电势为零的物体是否一定不带电？ 

(3) 场强为零的地方，电势是否一定为零？电势为零的地方,场强是否一定是零？ 

(4) 场强大小相等的地方，电势是否一定相等？等势面上各点的场强大小是否一定相等？ 
答： 首先明确以下几个概念，才能回答这些问题.场强大小取决于电势梯度而不是电势的 
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数值，和电势数值的髙低之间无必然联系.电势的高低既和电场的分布 
有关,又和电势零点的选择有关. 

(1) 场强大的地方，电势不一定高，如一对共轴长直圆筒带等值异 
号电荷，且内筒为负电荷，则内筒上场强最大，而电势最低. 

(2) 带正电物体的电势不一定为正，若选无穷远处为电势零点，把 
带正电的物体放在带大量负电荷的物体旁，由于任一点的电势为所有 
带电体所产生的电势的叠加，带正电的物体电势也可为零或负.例如， 

图示的内球带正电荷，外球壳带负电荷（一由）的两个同心金属球，内球上一点 a 的电势为两 
球所共同 产生： 



u = —21 _ 92 _ 

° 4 庇。兄 4jre 0 i? 2 ' 

当9!/尺 < 92 〆 尺2时 ， Ua <0，为负电势， gi/Ri = qz/Ri 时，= 0; qj/R\ > 仍/尺2时 ， R 

> 0 . 

(3) 等值异号点电荷（电偶极子)联线中点处电势为零，场强不为零，等值同号电荷联线中 
点处场强为零而电势不为零. 

(4) 平板电容器内 E 处处相等，而电势从负极板到正极板逐渐升高.金属导休成不规则形 


状时,表面处处等势，而 E = 曲率不同处场强不同. 

£o 

8 - 12 . 判断下列说法是否正确，并说 明之： 

(1) 在静电平衡条件下，导体上所有的自由电荷都分布在导体的表 面上； 

(2) 在静电平衡条件下 ，一 个导体壳所带的电荷只能分布在导体的外表面上，内表面上没 
有电荷分布； 

(3) 接地的导体上所带净电荷一定为零. 

答： （1) 静电平衡条件下，分布在导体表面上的是净电荷，导体内仍有自由电荷，但处处 
无净电荷，即自由电子所带电荷与离子所带电荷相抵，不呈现净电荷. 

(2) 若导体壳内空腔中有电荷，则导体壳内表面有电荷分布. 

(3) 接地的导体上可以带净电荷，如思考题 8- l ( c ), 且小球与导体绝缘的情形，接地导体 
上有与小球所带的异号电荷. 

8 13. 有若干个互相绝缘的不带电导体 A 、 B 、 C ……它们的电势都是零，如果使其中任 
意一个导体 A 带上正电，试 论证： 

(1) 所有这些导体的电势都高 于零； 

(2) 其他导体的电势都低于导体 A 的电势. 



答： （1) 如图, A 带正电荷，由静电感应，周围其他导体在靠近 A 的一端带负电，远离 A 的 
一端 带正电，电场线自 A 发出，终止于其他导体的负电荷上，自其他导体的正电荷发出的电场 
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线最终伸向无穷远处，无穷远处电势为零，故其他导体的电势高于零电势 .（ 2 ) 同理，由上知，其 
他导体的电势都低于导体 A 的电势. 

8-14. (1) 将一带电导体放在一绝缘金属球壳内部，试 问：当 带电导体从球壳中心移到与 
球壳接触的过程中，球壳内、外的场强如何变化？球壳的电势是否变化？为什么？ 

( 2 ) 以上讨论与金属球壳本身是否带电以及球壳是否处于外电场中有没有关系？ 

答： （ 1 ) 当带电导体从球壳中心向外移动过程中，内球壳表面电荷分布发生变化，内球壳 
内空间中各点场强要发生变化，但外壳表面的电荷分布和电场分布均不改变，电势也不变.由 
高斯定理和静电平衡条件可知带电导体和内球壳上电荷对外部产生的合场强为零，对外界不 
产生影响. 

( 2 ) 以上讨论与外部条件无关，这就是静电屏蔽的结果. 

8-15. 证明 ：对于 两个无限大的平行平面带电导体板（如图 （ a )) 来说： 

( 1 ) 相向的两面（图中 2 和 3) 上，电荷的面密度总是大小相等而符号 相反； 

( 2 ) 相背的两面（图中 1 和 4) 上，电荷的面密度总是大小相等且符号相同. 


12 3 4 



U. 2 ^4 





. 

厶 


] 

A. 


B. 



思考题 8-15 图 （ b > 


答： （ 1 ) 如图 （ b ), 作一髙斯柱面，两底在两平行平板内且与板面平行，侧面是柱面，垂直 
于板面，设四个带电平面的电荷面密度分别是 < r ,、 &、 cr 3 、 m ，由高斯定理得 


• dS = a 2 AS + ff 3 AS . 

因为侧面 E 丄 dS , 又平板导体内£ = 0,故 • dS = 0,得 
( ff 2 + 1x3 ) AS = 0, 所以 <72 

(2) 在两导体板内分别取两点 A 和 = E B = 0. 由图， 


E a = 

乙 Co 乙 £0 ^>€o 


0. 


即 


(Jl — <X2 ~ ~ <^4 = 0 . 


同理 



得 


a】 +仍 +a 3 — = 0. 


① 


② 


①式+②式得 2 (ffi 一 (74 ) = 0 ， 即得 ( J \ = • 

8-16. 在一平板电容器（极板面积为 S , 两极板之间距离为 W 的两极板的正中间插入一 
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答：否.静电平衡时，导体球为等势体, C 点与球心 O 点等势.设球面上出现的正负感应电 
荷为 9' 和 一 〆 ，见图 （ b ). 则 


r » do ' 

uip = t / 0 = L ； + +U-+[/, =j o 


^ + _2_ = _ i _ 

Ane 0 R 4xeoa 4ireoa 


8 19. 在通常情况下，导体中的电子的漂移速率很小，为什么电键接通后，大楼里的电灯 
却亮得那样快？ 

答：导体中电子的运动是受电场力的作用引起的.电键接通后，由于电场传播的速度很 
髙，使各处电荷几乎同时流动. 

8 20. (1) 如果将两个相同的电源和两个相同的电阻按图所示的两种电路连接起来，试 
分别讨论电路中是否有电流？ <2、6两点是否有电压？ 

(2) 如果将上述两电路中的6点接地，是否会改变电路中的电流？这时，上述电路中哪一 
点的电压最高？ 



衣 ， r 

思考题 8-20 图 ( a ) 



思考题 8-20 图 ( b ) 


答： （1) 图 （ a ) a 、 6两点有电压,但回路无电流，由基尔霍夫定律（识 + IR + J r + J r ) — （在 

一们 = 0,得了 = 0, L =在.图 （ b ) 中， H 2 R + 2 r )-( i + g ) = 0, / = -^4-. 但 a 、 & 间无 

K 十 r 

电压•因为 1 = /(r + 1?) — <? = * (r + i ?) — <S = 0. 

K + r 

(2) 6 点接地，图 ( a ) 中，回路电流仍为零, a 、6 间电压为 A a 点电压最高,6点最低.图 （ b ) 
中，回路电流如前，按电流走向知， V C < V 6 , V D > V », V „> V „ V D >1, 故\^>%>1， 
又 V D > > V ,, 故 D 点电势最高, C 点最低. 
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_、 内容提要 

1 . 磁感应强度 B 由式 

F = qv X B 规定. 

2 . 描写磁场性质的两个 定理： 


(1) 磁场的高斯定理 

• dS = 0, 

表明磁场是无源场. 


(2) 真空中静磁场的安培环路定理 - = 

表明磁场是涡旋场. 

3. 磁场对运动电荷和载流导体的 作用： 

(1) 运动电荷感受洛仑兹力 

F = qv X B 

(2) 电流元感受磁场力 dF 

= IdZXfl (安培定律） 

(3) 载流线圈感受磁力矩 

M = P m XB i 

其中，线圈的磁矩为 

P m = ISn. 

(4) 两平行电流间的相互作用力 

dF - 户。 

Lita 

4. 毕奥一萨伐尔定律 

dB = 庐. IdlXr 

47 C r 3 

JD 2 

5.圆电流在其轴线上产生的磁感应强度 B = 

圆心处， 

私 =餚， 

无限长载流直导线周围 

B = t ， 

无限长载流螺线管内 

B = fjLQnl • 


6 . 带电粒子在均匀磁场中的 运动： 

(1) vj / B , F = 0, 带电粒子作匀速直线运动. 

(2) »。丄忍， F = 职。£,粒子在垂直于 W 。 和 B 的平面上作半径为 R 的匀速圆周 运动. 
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及=$,周期了 
(3) %和 B 之间夹角为0时，粒子作螺旋运动. 


R = 


mvosm 6 下 

qB ， 


等， 螺距 a = 


ZtzitivqCOs 6 


qB 


7. 霍耳效应，^ ==点 • 爭，式中点= K 称为霍耳系数. 


二、自学指导和例题解析 


本章要点是掌握描述磁场特性的磁感应强度 B 的 概念； 能应用毕奥 一萨伐 尔定律和叠加 
原理根据电流分布计算 B ; 熟练掌握由安培环路定律求磁场分布的 方法; 熟悉磁场对运动电荷 
和电流元的作 用力； 熟悉磁场对载流线圈产生的磁力矩.要求熟悉一些具有对称性的磁场的磁 


感应强度 B 的分布，如无限长载流直导线周围的磁场 B = |^, 载流无限长直螺线管内部的磁 


场 B 等. 在学习本章内容时，要注意以下 几点： 

(1) 由毕奥一萨伐尔定律计算电流元 /, d /, 在另一电流元 
hdl 2 处产生的磁场，再用安培公式形式上可计算两个电流元间 
的作用力，但会得出不满足牛顿第三定律的结果.例如，图 9-1 
中，电流元 / id /, in Iidl , 都在纸面上，但/,说沿方向， J 2 dJ 2 
垂直于 r 21 ，则 J . di , M hdh 的作用力为 



/ 2 d/ z 

Iydl ： 

t 

厂 ' 

dF Zi 

dF】2 = 


图 9-1 


_ • Izdl 2 X (I\ dl\ X r \\) _ ^ 

4k r|i 


上式中吃为从指向 7 2 d / 2 的单位矢量 ， J ' di ^ x 为 J , dir J 2 dt 2 处产生的磁感应 

强度，因 MZ , 和 A 同方向，故矢积为零 .另一 方面，电流元1 2 北对 J lC i /, 产生的作用力为 

d|r 2 = 扭 • X (^2^2 X fiz) 0 

21 4 ti r ? 2 ’ 

上式中由于 I 2 dZ 2 与4相互垂直，矢积不为零.电流元之间的相互作用力不满足牛顿第三定律 
是因为孤立的稳恒电流元根本不存在，而在稳恒电流的情況下，通有电流的回路必然是闭合 
的，而两个闭合的载流回路间的作用力完全符合牛顿第三定律. 

(2) 磁场作用于载流导体的安培力 dF = JdfXB 和磁场作用于运动电荷的洛仑兹力 F = 
押 XB 在形式上的相似性反映了两者之间的内在联系，洛 
仑兹力的合力不做功，它只是承担能量传递和能量转化的 
作用，把从电源取得的能量转化为对载流导体做功. 

(3) 在求直螺线管的磁场时，对图 9-2 所示的闭合回 
路 dof 利用安培环路定理难以求出有限长螺线管中部的 
磁感应强度，因为这种情况下磁感应线大多不是平行于管 
轴的直线，所以无法将环路积分以简单的代数式表出.这类 



图 9-2 
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问题只能用毕奥一萨伐尔定律求解. 

(4) 安培环路定理可以推广到一般 情况: 在稳恒电流的磁场中，不管载流回路的形状如 
何，磁场对任意闭合路径的线积分（即环流)仅决定于被闭合路径所围电流的代数和.这里的载 
流回路可以是一个非平面的线圈. 

例题 


例 9 -1 如图 U ) 所示，在半径为 a 的圆柱形长直导线中 挖有一 半径为6的圆柱形空管 
( a >26)， 空管的轴线与柱体的轴线平行，相距为当电流仍均匀分布 
在管的横截面上且电流为 J 时,求空管内磁感应强度 B 的分布. 

解 法一： 空管的存在使电流分布失去对称性，采用“填补法”将空 
管部分等效为同时存在电流密度为_/和一 J 的电流，这样，空间任一点 
的磁场 B 可以看成由半径为 a 、 电流密度为 J 的长圆柱形导体产生的 
磁场和半径为6 、电流密度为 一_/• 的长圆柱形导体产生的磁场的 
矢量和，即 

B = B, +B 2 . 

设 P 点到大圆柱和小圆柱轴线的距离分别为 R 和 r , 由安培环路定理可得 

B , = fRj , B t = frj , 

其中艮与 K 垂直，札与 f 垂直，如图 （ b ) 所示.由余弦定理得 

B 2 = Bl+Bl -2 B,Bjcosa 

_ nlR 2 j 2 uWj 2 2^ lj 2 Rr R 2 + r z - d 2 
_ 4 4 4 2 R ? 

由此得空管内 P 点的磁感应强度为 

R = = . 1 

2 2 n ( a 2 - b 2 Y 

因 P 是空管内任一点，所以空管内是一均匀磁场，磁场的大小为 

R = 

2 n ( a 2 - b l Y 

由 B ,、 B 2 、 B 组成的三角形和 i ?、 r 、 d 组成的三角形相似，已有两个对应边互相垂直，所以 B 
的方向必与两轴线连线相垂直. 

解 法二： 上面①式可写成矢 景式： 

B, =(fjXR, B 2 =-^.JXr, 

B = B,+B 2 =lfjX{R-r) = t^j X d. 

所以 B = 代入 j 的表示式，即得结果， B 的方向与<*( d ^ OO ' ) 垂直. 



③ 例 9-1 图 （ b > 
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例 9 -2如图所示，在半径 R = lcm 的无限长半圆柱形金属箔中，有 电流乃 =5 A 自下而 
上地通过,试求圆柱轴上一点的磁感应 强度. 若有一无限长的载流/ 2 = 5 A 的直导线置于金属 
箔的轴线上,单位长度所受之力为多少？ 



' I 

kn 




例 9-2 图 ( a ) 



解：选图 （ b ) 所示坐标系，原点 O 在半圆柱面轴线上，: rOy 平面垂直于轴线,: r 轴为对称 
轴，此无限长半圆柱形金属箔可以看成是由许多与轴平行的无限长直导线叠加而成，其中位置 
在 0 — 0+朋，宽度对应于弧长为 dZ =尺奶的直导线通过的电流为 

di = — ^ • RdO = — d^. 


该导线在 O 点的磁感应强度为 


dE 


Mo 

2 k R 


di 


2 n 2 R 


dd . 


方向在 xOy 平面内与出对应的半径垂直.根据对称性，整个半圆柱面电流的磁场在 z 方向的 
分量之和为零，在: V 方向叠加为 

B y = JdB, = JdB -cos 0 = 卿 = 54 ， 


代入数值，得 

^ = rir ^ r ==6 - 37x10-5 (T) - 

在轴线上各处的磁场相等，方向相同，因此轴线上单位长度的导线受力为 
F = I 2 BL = 5 X 6. 37 X 10~ 5 XI = 3. 19 X 10~* (N). 

方向沿 x 轴，当和 J , 同向时为引力，反向时为 斥力. 

例 9-3 如图 （ a ) 所示，有半径为>■、质置为 m 的 N 匝刚 
性圆线圈，通过电流 I ,平放在水平桌面上，线圈所在处地磁 
场 B = BJ + B y j,i.j 分别为水平方向和铅直方向的单位矢 
量，设线圈上的 A 点用铰链和桌面相连，使线圈可绕 A 点无 
摩擦地转动，试问要使线圈一边恰好被磁力举起，线圈至少通 
以多大的电流？ 

解： 对图示电流方向，地磁场对圆电流施以磁力矩，使线 
圈平面有以 A 为支点向上翘起的倾向，但只有地磁场的分量 
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对磁力矩产生贡献.取坐标系如图 （ a ), 以线圈和 x 轴左边的交点 
A 为参考点，分析线圈各点所受的安培力的方向得知，右半边线圈受 
到的安培力向上，左半边受到的安培力向下，除此以外，线圈还受到重 
力 mg 的作用•作图 （ a ) 的俯视图 （ b ), 在线圈上相对于 z 轴对称分布 
的点 C 和 D 附近取长度均为 dZ 的两电流元, C 点的电流元所受的安 
培力沿轴分量的大小为 


dF] = IB z dlsin cp = IB x dz, 


B , 


A 



例 9-3 图 ( b ) 


dF , 指向 y 轴正向，式中 ck 是 C 处线段出在 z 轴上的投影 . D 点的电流元所受的安培力沿^ 
轴分量为 


dF 2 =— IB x dlsm <p = — IB x dz； 

这两个力大小相等、方向相反，是一对力偶•选 A 点为参考点，由于力偶的合力矩和参考点的 
选取无关(见教材§ 2. 3 例 1) ,这一对力偶相对 A 点产生的合力矩即为 

dM, = dFJco = IB r dz - la> = IB x dS, 

式中 dS 是图 （ b ) 上虚线所包围的面积.将整个线圈分成相对于 z 轴对称分布的 一对对 小电流 
元，于是，磁场作用于 N 匝线圈 t 的力矩为 

IB.dS = NIB〆 

该力矩可使线圈绕 A 点向上升起. 

重力对 A 点产生的力矩为 



— mgr , 

重力矩使线圈绕 A 点向下转动.要使线圈能绕 A 点向上升起,则要求 


即 


M , > JW 2 , 


NIB x 7^r 2 ^ mgr , 


得最小电流 


T = rng 
一 7cNB x r* 

例 9-4 如图所示 ,6 c 为" I •圆弧 ， Oc = Ctf , O 为圆弧 

的圆心，圆半径为 i ?, <^、的延长线通过 O 点，电流 J 沿 
a-b — c ^- d ~- e 流过,求圆心 O 点处的磁感应强度 • 

解 :0 点在 心直线 的延长线上, 段与心 段电流 



例 9-4 图 


对磁场无贡献.设&段在 O 点处产生的磁感应强度为，由于圆弧上任一点在 O 处产生的 
磁感应强度方向一致，均垂直于纸面向里，整个半径为 i ? 的圆导线在 O 处产生的磁感应强度 

为 B =餐， 因此 | 圆弧在 O 点产生的磁感应强度为 
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B k 




cd 段电流在0点产生的磁感应强度可用下式 求得: 




^ oJ _ 

4tt/ 


( sin/? 2 _ sin 译）， 


其中 / 为 O 点到 d 的垂直距离，由图的几何关系，/ = /?«) 3 60 "= 普， 译 =-f, 洚=代 
入上式，得 

方向垂直于纸面向里.所以 O 点的磁感应强度方向垂直于纸面向里. 


B a = B ^+ B ^ 


j _ fjlo I (丄 V3 

2nR 2R ' 6 7T 


三、习题解答 


9 1. 一电子的初速度为零，经过电压 U 加速后进入均匀磁场，已知磁场的磁感应强度为 
B , 电子电荷为 e , 质: W ； 为》«,电子进入磁场时速度与 B 垂直，如图 （ a ) 所示. 



习题 9-1 图 （ a ) 习题 9-1 图 （ b ) 


(1) 画出电子的运动轨道； 

(2) 求轨道半径 

(3) 已知 « =- 1. 6 X 10一 19 C , m = 9. 11 X 10 -31 kg , 当 17 = 2 000 V， B = 0. 01 T 时 ， R = ? 
解： （1) 由 F =_ ewXB , 可判断电子进入磁场时受力方向向下，故电子轨道应如图 （ b ) 

所示. 

(2) 由 eU = 及 R = •，得 


-=iV¥- 


(3) 


R 


0.01 


4 


2 X 9. 11 X 10~ 31 X 2 000 
1. 6 X 10 一 19 


1. 5 X l ( T 2 ( m ). 
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9 2. 已知氘核的质量比质子质量大一倍，电荷与质子的相同；》粒子的质 M 是质子质 M 的 
四倍，电荷是质子的两倍. 

(1) 静止的质子、氘核和 a 粒子经过相同的电压加速后，它们的动能之比是多少？ 

(2) 当它们经过如此加速后垂直进入同一均匀磁场时，测得质子圆轨道的半径为10 cm , 
问氘核和《粒子轨道的半径各为多大？ 

解： （1) 粒子的 动能& = 9 V , 由于加速电压 V 相同，故£ 4 的大小取决于带电量<?，设质 
子所带电荷为则 

E m > E n > E„ = q > q > 2q = 1 t 1 t 2. 

(2) 轨道半径 = ^ = = = 

与 m、q 有关，得 

Rn — — V 2 R « = X 0. 1 = 0. 14( m ). 


9-3. 采用一回旋加速器用以加速质子(质子的质量为 1. 67 X 10- 27 kg ) ，设磁感应强度为 
2.0 X 10_ 3 T , 质子的运动方向与磁场垂直. 

(1) 计算该加速器的 频率； 

(2) 质子沿轨道运动一周需要多少时间？ 

(3) 若轨道半径为50 cm , 质子的速度有多大？ 

(4) 相应的质+的动能是多大？ 

解 . （1) f =丄 = i = A -..6 X 10, 19 X 2 X .10 
y J J T 2nm 2 X 3. 14 X 1. 67 X 10- 27 

= 3. OX 10 4 ( s _1 ). 


(2) T = 

( 3 ) ^ = 


7 = 3.o'^ = 3 - 3x10 " (s) - 

gBR = 1. 6 X 10— 19 X 2 X 10~ 3 X 0. 5 
m 1. 67 X 10~ 27 


= 9. 6 X 10 4 (m • s _1 )• 


(4) E k = ^-mv 2 = y X 1.67 X 1(T 27 X (9. 6 X 10 4 ) 2 = 7. 69 X 10~ ,8 (J) 

9-4. 一电子在 B = 2.0 X 10_ 3 T 的磁场中沿半径为只 = 20 cm 的螺旋 
线运动，螺距为^ = 5.0 cm , 如图所示. G 知电子的荷质比为 ^ = 1-76 X 
10 11 C . kg - 、求该电子的速度 • 

解 J 丄了 


m 





+ 


4丌 2 


习题 9-4 图 


1.76 X 10 11 X2. OX 10~ 3 


x V^ 


2 2 + 


0.05 2 


4X3. 14 2 
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解： 由图 （ b ) 所示坐标系可写出 J 在空间产生的磁感强度 B = 式中: r 为离电流 I 的 

距离. 

由 F = IdfXB , 这四条边所受磁场力分别为 


以 . 盔 ⑴’ 

Fa, =-id ■ g^(i), 

Fed = \ j dx '2^ (j)= 替 ln 舍 U ). 

由此得矩形线框所受合力为 


& (士一 j ) 1 '. 

9 8. 如图所示，一段导线如图弯成门字形，它的质量为上 
面一段长为 Z , 处在均匀磁场中，磁感应强度 B 与导线 垂直; 导线下 
面两端分别插在两水银杯里，两杯水银与一带开关 K 的外电源连 
接，当 K 一接通，导线便从水银杯里跳起. 

(1) 设跳起的高度为/ •，求 通过导线的电景<?; 

(2) 当 m = 10 g , I = 20 cm , /i = 3. 0 cm , B = 0. 10 T 时，求 
9 =? 

解： （1) K 接通后，有电流 7 通过导线,设经过 At 时间导线跳 
离水银槽，并获速度吻，由冲量定理,导线所受安培力的冲量等于其动量的增量（本题中 F 》 
mg , mg 可忽略 ）， F = /I X B, 方向向上， 



FAi = mv Q , BP IBL • /\t 

= mv 0 . 

① 

导线跳起来后，最高达 

Y mv ^> = m s h » = 

V 2 gh . 

② 

由①和②两式得导线的电量为 9 = JAJ = ^ = - 

V 2 ^h 

El * 


(2) 代入数值，得 9 = 

_ 10~ V 2 X 9. 8 X 3 X 10~ 2 

- = 0.38( C ). 


0. 1 X 0. 2 



9-9. 有一边长为 0. 2 m 的正方形线圈共50匝，通以电流 /-2 A , 把线圈放在 B = 0. 5 T 
的均匀磁场中，问在什么方位时线圈所受的磁力矩最大？此磁力矩等于多少？ 

解： 由 PinXB , = N / S , 化为标量式， M = NJSB . sin 0, 式中沒为线圈平面的 
法线和 B 的夹角，0 = 90°时，得最大磁力矩为 

= NISB = NIl 2 B = 50 X 2 X 0. 2 2 X 0. 5 = 2 (N • m ). 

线圈平面法线与 B 成90°角，即线圈平面与 B 平行时有最大磁力矩. 


XXX 


" l 1 " °7 


习题 9- 8图 
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9-10 .—半径为 i ? = 0.10 m 的半圆形闭合线圈载有电流/ =, 

y 

10 A, 将它放在均匀外磁场中，磁场方向与线圈平面平行，如图所示， 



磁感应强度为 B = 0.5 T, 求： 

i' 

\ . 

(1) 线圈所受力矩的大小和方向； 




(2) 在这力矩作用下线圈转过 90° (即转到线圈平面与 B 垂直）， 



求力矩所做 的功. 




解： 设线圈在: rOy 平面上，如图所示. ° 


1 习题 9-10 图 

(1) M= ISXB = ^nR 2 IBj 


X 3. 14X 0. l z X 10 X 0. 5j = 7. 85 X 1( T 2 _/(N . m). 


(2) W = [Md5 =- f ^-InR 2 Bsinddd = \l K R l B = 7. 85 X 10~ 2 ⑴. 

J J 90' L L 


9 ll . 长直导线与一正方形线圈在同一平面内，它们分别载有电流厂 
和正方形的边长为 I 有两条边与直导线平行，中心到直导线的垂直距 
离为 d (如图）. 

(1) 求这正方形载流线圈各边受 h 的磁场力以及整个线圈所受的 
合力； 

(2) 当 h = 3. 0 A , 1 2 — 2. 0 A , a = 4. 0 cm , d = 4. 0 cm 时，求合力 
的值 • 

解 ： （1 ) 本题中与平行且其中电流为的导线受 A 的作用力为 


A h B 



习题 9-11 图 


F = 式中/为导线长度, S 为两导线间垂直距离，具 体有: 


F b 


fj-o ^1 ^ 2 ^ 
2 iz{d — a/ 2 ) 

. JJiQ ^1 ll 。 
2 丌 （^/ + a/ 2 ) 


(一 i ) (在纸平面上， B 指向纸里）， 


(0. 


在距离导线为: c 处，(以垂直于 J , 方向作 a ： 轴，坐标原点取在 h 上），则在 AB 
和 CD 上坐标为工处的-小段 dx 长的导线所受磁场力为 dF = =曾 dx , 


f a 


十 I 

J 




2ttjc 


2 tt 


Faj ? 方向为: y 正方向（与 i 方向一致) 
同理 Fix 


f 但方向与^相反. 

ck j a 


d — 


J 
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= F ^ -f- Fgc ^ab + Fdc = Fap Fqc 
— Uohha 2 


/^ ol ' ^2^ 
2 tc 


d + 


y 


d — 


y 


(0 


(2)F 


2 W - a z /4) (-i)， 
4tt X 10~ 7 X 3 X 2 X 4 2 

2十 2 -|><4” 


10' 6 ( N ). 


9 12. 一段长为 A +/ 2 的直导线，载有电流 /( 如图 （ a )). 

(1) 求它在距离为: T 处的点 P 所产生的磁感应强度 B ; 

(2) 当^和/ 2 都趋于〜时，结果如何？ 



习题 9-12 图 （ a ) 


习题 9-12 图 （ b ) 


解： （1) 如图 （ b ) 所示选取沿 J 的方向为^轴，过点 P 的水平轴为 x 轴，在^轴上取电流 
元 Idy , 电流元到 P 点的距离为 r •，设分为: r 轴和 r 的夹角 . r 和 J 的夹角为则 

y = • rtan # ( x 为点 P 的坐标 ）• 

= xd ^/ cos 2 ^. 

P 点到办的距离为 r , 〆 =y + x 2 . 

r — x/cos p 9 sin Q = cos 电流元在 P 点产生的磁感应强度为 

,p _ 处 /d：y • sin Q _ fM _ I cos ffdff 

4 丌 V 2 _ 4 丌 • x ， 

方向垂直于纸面向里.由此导线在 P 点产生的磁感应强度为 

B P = JdB = cos 岡3 = ^^(sin^2 — sin p \ ), 因为 J 3 i 由 x 轴逆时针转 5(1 7 的起点，所以 

为负值，故 


B = / iol / Z 1 - 4- /z ) 

P V l \ -h x 2 x 2 ) 

(2) A 、 Z 2 — oo 时过渡到无限长直导线的磁场，则 
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9 13. 一条无穷长直导线在一处弯 折成+ 圆弧，圆弧的半径为 

圆心为点 O , 直线的延长线都通过圆心（如图），已知导线中的电流 
为求点 O 的磁感应强度. 

解： 导线产生的磁感应强度为 


dB ex: Idl X r, 



导线的直线部分的延长线都通过 O 点，故 dz 和 r 的夹角为零,这部分 

导线在 O 点所产生的 B = 0,圆弧部分为+圆周，所以圆弧在 O 点产生的 B 。 相当于圆电流在 
O 点产生的 B 的即其方向垂直于纸面向下，而数值为 


执=士 .^ =齧. 


9 14. 两条无限长直载流导线互相垂直而不相交，其间最近距离为 
= 2.0 cm , 电流分别为= 4. 0 A 和1 2 = 6. 0 A , 点 P 到两导线的距 
离都是 A 如图 （ a ) 所示，求点 P 的磁感应强度 B . 

解： 如图 （ a ) 所示，以水平方向和竖直方向分别为轴和; y 轴，垂直 
纸面指向外面为:^轴，/,在？点产生的为 


B , 




(-*). 


/ z 在 P 点产生的艮为 



习题9-]4图 （ a ) 


B z 


" 0^2 

2nd 


( 0 . 


两者相互垂直, P 点的磁感应强度为 


b=vb\+bi = ^^/^ r + 7 ^ 


|^0_ly4^=7.2X10-(T). 


方向在： c - z 平面上，与 B 2 的夹角为沒， 


Bi ( - k ) 


Q = arctan 


K 


arctan 


t 2 


arctan . 


33. 7 °. 


如图 （ b ) 所示. 

9-15. 有一很长的直圆管载流导体，内半径为 a , 外半径为 6, 电 
流为/,电流沿轴线方向流动，并且均匀地分布在管的横截面上.试 
求: 空间与管轴的距离为 z 处的磁感应强度 B 的大小. 

解： 本题由对称性知， B 线应为以轴线为圆心的同心圆，因此可应用安培环路定理 
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• d / = fx 山 电流密度 j = 兀4士:，) ,作一半径为 X ,圆心在圆 
筒轴线上的圆环 回路： 

x <i a , Ii = 0, • dl — Bi ■ 2 ujo = 0, 故 =0. 



a < x < b ， B 2 


2 kx = fx 0 jn ( x 2 — a 2 ) 


~ pio I * 


x 2 — a 2 
b 2 - a 2 ' 


习题 9，15 图 


b 2 = 


/ i 0 I / x 2 a 2 \ 
2 kx \ b 2 — a 2 / 


X > 6, B 3 • 2 nx = fi 0 I , B 3 = 与长直导线相同. 

916 . 电缆由一导体圆柱和一同轴的导体圆管构成，使用时 
电流 f 从一导体流去，从另一导体流回，电流都均匀地分布在横 
截面上.设圆柱的半径为 n ,圆管的内、外半径分别为 n 和 r 3 (如 
图 ）， r 为空间一点到轴线的垂直距离，试求 r 从零到大于的范 
围内各处磁感应强度 B 的大小. 

解： 本题电流分布具有与上题类似的对称性，故亦由安培环 

路定理 • dZ = @ J 计算 B . 在圆柱导体中电流密度为），=^, 

在圆筒中电流密度为 h = 如乙 r " . 

以轴线上一点为圆心，半径为 r 作圆形环路，则 

• d / = 2 icr • B . 

r 2 

r < ri , Bi • 2 nr = ^ 0 ji • nr 2 = fji 0 1 9 



习题 9-16 图 


得 


得 


r 2 < r < r 3 , 


B , 




Ir 


2 nri ' 

n ^ r ^ r 2 , B 2 • 2 nr = I f 
Mol 


B 2 


2 icr ' 


B 3 - 2 nr = fiQ [I 一 j 2 n(y — A )~\ = ~ ^ 

B3 = 髮 • 

r > r 3 , = g(J —J) = 0. 


r 2 ~ r|N 
ri — ri )' 


9 - 17 . 如图 （ a ) 所示，外半径为 J ? 的无限长圆柱形导体管，管内空心部分的半径为~空心 
部分的轴与圆柱的轴平行但不重合，相距为 a(a > r ) ，今有电流沿导体管的轴线方向流动，电 
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流均匀分布在管的横截面上，电流为 h 

(1) 分别求圆柱轴上和空心轴上的磁感强度 B 的大小； 

(2) 当 i ?=1.0 cm , r = 0. 5 mm , a = 5. 0 mm 和 J = 31 A 时， 

算出上述两处 B 的数值. 

解： （1) 作圆柱的截面图如图 （ b ) 所示，采用叠加法：有空心的 
圆柱管可看成是实心大圆柱导体（电流密度为 •/, 向外流出）及实 
心小圆柱导体（电流密度为（一 y ) ，向里流入)所产生的磁感应强度的叠加. 

对大圆柱轴心 O 处产生的磁感应强度 B 。 由两部分叠加而成.实心大圆柱电流在 O 点产 
生的 B ,。 = 0. 由安培环路定理，带 （__/) 电流密度的小圆柱在 O 点产生的方向如图. 


习题 9-17 图 （ a ) 


B2 。 = & •狀 2 

故 o 点处的 B 。 为这两者之和. 




Ir 2 


2i,a{R 2 -r 2 )' 


即 


Bo = 

Bo 


Bio ~h B20 : 
_ Uolr 2 


^20 


2na(R 2 -r 2 Y 

对空心圆柱轴上 O ' 处进行计算，同样，由小圆柱自身产生的 
B ； 0 = 0,大圆柱对0点产生的 B /。 为 

la 



B，10= = 2^(^-^) 


故 


( 2 ) 


Bo = B \ 0 = 


fto la _ 

2n(R 2 ^7)- 


R = fiolr 2 = X 10 一 7 X 31 X (0. 5 X 10~ 3 ) 2 

0 _ 2na(R 2 -r 2 ) ~ 2 n X 5 X 1 CT 3 X [( lCT 2 ) 2 -(0.5 X 1( T 3 ) 2 ] 


= 3. 1 X 10 _6 ( T ). 


p , _ no la _ An X 10 -7 X 31 X 5 X 10" 3 
2n(R 2 ~r 2 ) ~ 2 兀 [(1( T 2 ) 2 - (5 X 10 4 ) 2 ] 

= 3. 1 X 10- 4 ( T ). 


9 - 18 . 当氢原子处在基态时，其电子可以看作是在半径 = 0.53 X 10_ 8 cm 的圆周轨道上 
作匀速圆周运动，速率 2. 2 X 10 s cm • s - 1 ,试求电子的这种运动在轨道中心产生的磁感应 
强度 B 的数值. 

解： 电子运动的角速度 

V 

由电子运动所产生的电流为 


I 


ef 


e • 


Tn 


电子运动的等效圆电流在中心产生的磁场为 

nJ fioew _ tx 0 ev _ 4 ti X 10 -7 X 1. 6 X 10 -19 X 2. 2 X 10 8 X 10— 2 
h = 2R = inR ~ 4 jti ? 2 _ 4 ivX (0. 53 X 10一 8 X 10 2 ) 2 
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= 12. 53( T ). 

*9 19. 如图 （ a ) 所示，有一无限大的金属平板竖直放置，在板内有均匀分布的自下而上的 
面电流，其电流密度（即通过垂直于电流方向的单位长度的电流）为），求金厲板周围空间任一 
点的磁感应强度. 

解 :作通电平板的俯视图 (b), 通电大平板可看成是由许 
多无限长直平行导线组成，对平板附近任一点 C 而言,这些长 
直电流中任意两条相对于 c 点对称的电流所产生的磁感应强 
度 B 的 x 分量必抵消^ 分量互 相加强，在板的两侧 B 的> 

分置方向相反.对平板作一对称的矩形回路 a & rf , 沿该回路 
的 B 矢量线 积分为 


.中 B.d/=| Bdl+\ Bros 90°dZ+ I BdZ+ I Bcos 90°dZ 习题 9-19 图 (a) 习题 9-19 图 (b) 

*) L J ab J be J ad J da 

=B • ab B • cd = 2B • ab, 

由安培环路定理得 

丰 ，- dl = fi 0 ^ I = ftttj ab . 

上面两式联立，得 

6 = 

- 9-20. 矩形截面的螺绕环的内外半径分别为 n 和高度为 
A , 如图所示，试求环内磁感应强度的分布和通过环截面的磁通最. 

已知线圈中的电流为 I ,总匝数为 N . 

解： 根据螺绕环的对称性，选以 O 为圆心，半径为 <r< 
r z ) 的 El 作为环路，在环路上的磁感应强度 B 均沿环路的切线方向， 

因此有 

B • d/ =| Bd/ = B ■ 2-kv. 

U J L 

由安培环路定理得 

• d / = / = fioNI . 

由此可得 

B = ^. 

2nr 

通过螺绕环截面的磁通 M 为 

= [u • ds = f^-hdr = ^ Ih In 
J Jr, Znr Z7r r x 

•9-21. 如图所示,一无限长圆柱形铜导体(磁导率为叫），半径为 J ?, 通有均匀分布的电流 
八今取一矩形平面 S , 宽为一个单位，长为 2 J ?, 如图中画斜线部分所示，求通过该矩形平面的 
磁通景. 
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解： 由安培环路定理可得圆柱体内外磁感应强度的分布为 


取如图面元得 


衫内=餘卜〈幻， 


3 外 =^ (r>R). 


dS = /dr = 1 • dr. 



则通过整个矩形平面的磁通量为 


0 = B • dS 


习题 9-21 图 


dS+\B^ dS 


r ^iL c 

lo 2nR 2 


« 2 ^ dr 


^ + ^ln 2. 

47 C ltz 


•9-22. 有一质量为 m , 带电量为 + 9 的粒子，以 初速％ 垂直地射向一电 
流密度为 J 的均匀载流大金属板，开始时粒子与平板距离为 A 问粒子以多大 
速率入射才能到达金属板？ 

解：由习题 9-19 可知，金属平板外为一均匀磁场，大小为,磁场方 

向如图所示，带电粒子受洛仑兹力作圆周运动，其半径大于 d 时粒子才能到 
达金属板，即 




习题 9-22 图 


代入 B 


f , 即可得 


Vo ^ 2 m ■ 

- 9 23. 均匀带电刚性细杆 AB 的电荷线密度为 A , r dr 

绕垂直于图面的轴 O 以角速度 w 匀速转动,0点在细杆 A - -: / 丄― 

BA 的延长 线上. ^^ 

(1) 试求 O 点的磁感应强度 B 。； 观 9 _ 23 图 

(2) 试求磁矩 P m . 

解： （1) 在 AiJ 上距 O 点为 r 处取电荷元 d 9 〒 Adr , dg 转动时产生的电流为 


dI = tn dq = ^ Adr - 


df 在 O 点产生的磁感应强度大小为 


ip dl = ptow 入 
2r 4xcr * 


由场强*加原理,0点的磁感应强度的大小为 


Bo = fdB = P^-dr = ^ln 2 - 
J J a 4 jrr 47 r < 
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么我们不把磁感应强度 fl 的方向规定为运动电荷在磁场中受力的方向？ 

答： 在磁场中，运动电荷受到的力为 F = F 丄、 F 丄 B , 即当电荷运动方向改变 

时, F 就改变，因而不能用运动电荷受力 f •的方向表示 B 的方向. 

9-2. 如果空间某一区域可能存在均匀电场或磁场，试问你怎样才能利用一束质子来判断 
该区域存在的是哪种场？ 

答： 用质子束从各种不同角度入射到有场的空间中，若只存在磁场，则在某些方向上质子 
束入射后作圆周运动或螺旋运动，而空间若只有电场，则质子只可能作直线运动或抛物线 
运动. 

9 3. 设有三个粒子垂直地通过一均匀磁场，它们在磁场中分别沿 
着1、2和3三条路径运动(如图），试 问：你 对这三个粒子的性能得出什 
么结论？ 

答：由 押 XB 判断，粒子2作直线运动，不受力作用，由于 
t ; 丄 B , « XB 关0,故不带电，0;粒子1带正电荷，粒子3带负电 

荷•由 K = ^,若所有粒子 r ；。 相同，则半径大者质荷比 m / 9 大，由图 思考题 9 _ 3 图 

中可见，粒子3的较小，粒子1的大. 

9 4. 对=卩„_/ 1 8中，当线圈的磁矩戶„与磁感应强度 
B 之间的夹角6为0°或180°时，平面载流线圈所受的力矩 
为零•试说明线圈在这两个位罝的平衡性质是不同的，一 
个是稳定平衡，另 一个是 不稳定平衡. 

答： 如图 （ a ), ■与 B 夹角为0,当线圈的法线沿逆时 
针方向俯视转过一个小角度 0 时，由 Af == P„ X B 知，线圈思考题 9-4 图 (a) 思考题 9-4 图 (b) 
受到的力矩将使之回到原来位置，故为稳定平衡.而对图 

( b ), 若线圈也沿着逆时针方向转6角，则 M 使之继续转下去，直到 P „ 与 B 同方向为止，故为 
不稳定平衡.当然这里应假设存在某种妨碍转动的阻尼因素. 

9 5. (1) 在没有电流的空间区域里，如果磁感应线是平行直线，磁感应强度 B 的大小 
在沿磁感应线的方向上是否可能变化？ B 的大小在垂直于磁感应线的方向上是否可能 
变化？ 

(2) 如果有电流存在，你所得到的结论是否仍然正确？ 

答： （1) 在磁场中作一圆柱状髙斯曲面,两底面面积为 AS , 垂直于侧面平行于 B , 如图上 
部，由磁场的高斯定理， dS = 0,侧面 BldS , 通量为零，两底面通量为 _ B , • AS + B 2 • 




△S = 0,得氏 = B 2 , 即沿 B 的方向上1、2两点的 B 的大小相等. 
再作回路 3—6, 沿回路积分 - dl = f^I = 0 , 4-^5, 6 - *3 的 df 与 

B 垂直 , B . d /=0, 3— 4中 B 不变 ，5—6 中 B 亦不变（上面已证）， 
则氏 ■ — 氏 • 纟56 = 0，而，故氏 = ,即在垂直于 B 的 

方向上 B 相同.由此可得出结论，在没有电流的空间区域里，如果磁 
感应线是平行直线，则此区域中 B 处处相等，这些平行的磁感应线 
应是等间距的，即应为均匀磁场. 



思考题 9-5 图 
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(2) 如果有电流存在，上述结论不再成立.同上面第一种证明，仍可得氐 = B 2 ，即在沿磁 
感应线的方向上 B 相等.但在垂直于磁感应线的方向上 B 3 ^ B s , 因为氏 .心 一 B 6 . = 

/ iol , 所以可以有 ^ b 6 . 

9-6. 试用安培环路定律证 明：在 两个大磁铁之间的均匀磁场边缘， 

磁感应强度 B 不可 啤突然 降为零（如图）.（提 示：将 安培环路定律应于图 
中虚线所示的闭合回路 .） 

答： 作环路如图，上、下两条边 AZ — O , 左侧在磁场中，而 A 在边缘 
外，_ d / = j ^ B 2 • cIZ + J b , - d / = J ? B 2 • 61 + 8,1 = 0 , 因 B , #0, 故 

\ b 2 - d / =— 关 0, 且 B z . d / 处处为负值，故 B 2 不可能为零 • 

9 7. 如图 （ a ) 所示，电子枪出射电子的初速度 w 。 沿 x 轴正方向，若希望电子击中与轴成 
没角方向的靶 M , 可施加什么方向的磁场，电子运动的径迹如何？ 

答:要使电子击中靶可施加垂直于纸面向里的磁场，电子在该磁场中受到洛仑兹力 
f = — et;XB 作用，将在纸平面内做圆周运动，只要选取合适的即可使电子沿图 （ b ) 所示的 
圆弧到达 M . 

也可施加平行于 OM 的磁场，如图 （ c ) 所示，这时电子以 t,„cos U 沿 OM 方向做匀速直线运 
动，以 ％ sin 6 在垂直于 B 的平面内做匀速圆周运动，因此电子在空间做螺旋线运动，选取合适 
的电子可在绕若干圈后到达 M . 



思考题 9-6 图 



9-8. (1) 有一竖直悬挂着的弹簧，下端悬挂一个砝码，试问 ：如果 弹簧中通过一定的电 
流，将会发生什么现象？ 

(2) 如果弹簧竖直固定在_桌面上，上端放一固定砝码，试 问：当 弹簧中 
通过电流时，将发生什么现象？ 

答： （1) 弹簧的每一圈都等效于图中的闭合线圈，图所示为其^和 B 的 
方向，相邻两线圈中电流方向彼此平行，所以弹簧两线圈之间出现吸引力，弹 1 
簧收缩. 

(2) 弹簧仍收缩. ^ 

思考题 9-8 图 
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一、内容提要 


1. 法拉第电磁感应定律 


导体回路中的感应电流 


此回路中的感应电量 


d 0 

6 t 


(单匝线圈）， 


d 屮 

17 


，平 = m ( n 匝线圈）. 


& 

R 


1⑽ 
RTt- 


«! 

9 =— | 士邮 = 士 (少 1 —步2 ) , 


以上诸式中的负号与楞次定律的要求一致. 

2- 楞次定律 :感应 电流的方向总是倾向于使感应电流所产生的通过回路所围面积的磁感 
应通 S 补偿或反抗引起感应电流的磁感应通量的变化.据此可判别感应电流的方向. 

3. 动生电动势:磁场不变，导体在磁场中运动而产生的感应电动势为 

= J" (w X B) • dl . 

4. 感应电动 势:回 路不动，磁场 B 随时间变化使回路中磁感应通量变化而产生的电动势为 

dr J dt 


5. 感生电场 


满足 t 


\ Em - d, -ds - 


.3B f 


感生电场是涡旋场，是非保守场,与 g 的方向之间满足左手螺旋关系. 
6. 自感： 

N<P 

L — 丁 — 丁 • 


(1) 自感系数 

(2) 自感电动势 
7. 互感： 

(1) 互感系数 

(2) 互感电动势 


,_ T d 7 
s '■— L Tt - 


M12 = M 21 = M : 


N 2 ^ 21 _ 


h 


u 


^21 




8 . 自感磁能 


W = jLI 2 . 
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互感磁能 W = j - L 2 11+ Ml . h . 

二、自学指导和例题解析 

本章要点是掌握法拉第电磁感应定律和楞次定律的物理意义及其应用；理解动生电动势 
和感生电动势的本质和计算 方法; 理解自感、互感的概念及计算方法.在学习本章内容时，应注 
意以下 几点： 

(1) 法拉第电磁感应定律把产生感应电动势归因于磁感应通量的变化.磁感应通 M 是对 
—个回路所围的面积而言的，如果该回路不是导体制成的，甚至只是想象的几何曲线所围成的 
囬路，在这样的冋路中当然不会有感应电流,但感应电动势存在与否应区别动生与感生电动势 
两种情形.事实上，导休在恒定磁场中运动而引起的动生电动势只存在于导体中，而由变化的 
磁场产生的感应电场相应的感生电动势，却与是否存在导线回路无关. 

(2) 当导体在随时间变化的磁场中运动时，运动导体回路中的感应电动势为 

S = + t » X B ) • dZ , 

积分沿回路进行.上式中的感应电动势仍可用磁感应通 ft 的变化率来 表示： 

dt V & 、 ck / 

即 d 4>„/ dr 包括两部 分:仅 由磁场变化所产生的磁通最的变化 (^ l ) 和仅由构成回路的导体 
运动所引起的磁通景的变化率(^). 

(3) 洛仑兹力是不做功的，而动生电动势却是重要的 电源. 这看似矛盾，实际上洛仑兹力 
的一个分力转化为安培力，它将阻碍导体在磁场中的运动，因此，要保持导体在磁场中的运动， 
反抗安培力的外力必做正功，也就是说，动生电动势提供的能量源自外力所做的功. 

(4) 在感应电场中，电场强度的线积分与路径有关，因此，在有感应电场存在的空间，任意 

⑺ 

两点间的电势差或者电压都是无意义的.但有时把 \ e - dZ 称为在感应电场中存在于两点间 

0 ) 

沿给定路径的电压，这一点是感应电场与静电场的重要区别.但是，当导体处在感应电场中时， 
感应电场使导体上出现一定的电荷分布，如果这种分布是恒定的或变化非常缓慢的，则分布在 
导线上的电荷所激发的电场是静电场,对这部分电场，电势和电势差的概念仍然有效.同样，当 
导体在恒定不变的磁场中运动时，作用于电荷的洛仑兹力会使导体上出现一定的电荷分布，如 
果导体运动比较缓慢，则这些电荷产生的电场也可看成静电场. 

(5) 两个载流回路的总磁能并不等于两个回路单独存在时的磁能之和，说明磁能不具有 
简单的®加性，这是因为两个回路之间有相互作用能，即互感磁能. 

例题 

例 10 1在半径为 K 的无限长圆柱形空间充满着轴向均匀磁场，但磁场 B 的大小随时间 
变化，^ = 6>0,有一无限长直导线在与 B 垂直的平面内，与圆柱形空间的几何轴相距为 a . 
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a > R , 如图 （ a ) 所示，求长直导线中的感生电动势& 



(a) 





解 法一： 用加零补偿法. 

如图 （ b ) 所示，在过导线并与磁场垂直的平面内加一无限长导线 CD , 它与原导线 FG 平行 
且过轴线，两导线在无限远处相交构成闭合回路，选逆时针为回路绕行正方向，根据法拉第电 
磁感应定律得 




作一同心圆式的回路，由对称性知£«必沿回路的切线方向，所以 CD 段上各点的感生电场都 
与路径垂直，因此 


占 CD 



^FCCDF 


h R2 f = 1 義 


沿 F — G 方向. 

解 法二： 对称补偿法. 

如图 （ c ) 所示，在图示平面内作一导线 CD 与 FG 平行，与轴的距离也是 a , FG 和 CD 在无 
限远处相交构成闭合回路，根据法拉第电磁感应定律，有 




dB 

dF 


nR 2 b. 


由对称性得 


^fc = <^CD = ^kR 2 b. 

解法直接用感生电场的线积分求解.选取如图 （ d ) 所示的坐标，在圆柱外离轴为 r 处 
的感生电场可由下式 得出： 

§E.6l=-\f.dS. 


选逆时针绕行的同心圆形闭合冋路 L , 上式化为 
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方向与矢径 r 垂直.在 FG 直线上位置为： c 点的感生电场如图 （ d ) 所示，其在 j : 方向的分置为 

E x — ^6 cos 0. 

又由图可得 

x — a tan cLc = acW/cos 2 汐， r = a/cos 0. 


则 


^FG 


E • dod 


•oo 

—oo 


R 2 b 

"27 


cos ddx 






KR ! b 


例 10-2 —无限长竖直导线通有稳恒电流/,电流方向向上，导线旁 
有一与导线共面、长度为 L 的金属棒，绕其一端 O 在该平面内顺时针方向 
匀速转动，角速度为<«, O 点到导线的垂直距离为 a , 如图所示.试求金属 

棒转到与水平面成角时，棒内感应电动势的大小和方向. 

解： 在金属棒上取线元 dZ , 其上感应电动势为 


其中 


dS = (vX B) • dl = culBdl ， 


B 


2n(a -H /cos 0)' 


/为 d / 到 O 点的距离. 
整条金属棒内感应电动势为 


利用积分公式 


<?== | d<f= lo 2 nfa + ltLd)' 


In udu = uln u — u C t 


上式的结果为 


g = MooJ h 

27tcos ^ V cos 8 


a j n a + Lcos d\ 



方向由 O 到 A . 

例 10 3 耦合系数为 A = 0.5 的两个线圈，顺接串联后的总自感为 1.90 H , 在线圈的形状 
和位置都不变的情况下,反接串联的总自感为 0. 70 H , 试求这两个线圈的自感以及两者的互感. 

解： 设两个线圈的自感分别为 L , 和1 2 ，它们之间的互感为顺接和反接时通过两个线 
圈的电流相同为 I ,由磁能公式可知，总磁能为 




r L,I 2 +-i-L 2 7 , ±AU i! = +U±2M)I\ 


总自感为 


L = L, + L 2 士 2M. 


顺接时, M 取正,反接时 M 取负.因此有 
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可解得 

由自感和互感的关系，有 

得 

由①和③两式得 


Li -)- L2 + 2 M = 1. 90. 
Li 十 L 2 _ 2 M = 0. 70. 


M = L 9 --7-°' 7 °- = 0. 30( H ). 


— K \/Lf 1 L ，2 ~ 0. 5 y / L ,\ L ，21 
L \ L 2 = 4 M 2 = 0. 36. 


U + L 2 = 1. 90 - 2 M = 1.90-0.60 = 1.30( H ). 

由④和⑤两式解得 

L , - 0.90( H ), U = 0.40( H ). 

例 10-4 如图所示，有一半径为厚度为电导率为^的金属圆 


盘放在均匀的磁场中，磁感应强度垂直于盘面，磁场随时间变化， 

k ( k 为常置），试求金属圆盘内总的涡电流. 

解： 在圆盘内，由变化的磁场激起的涡旋电场的大小为 


dB 

At 




r dB 

y n 


k 


r (r < R ) ， 


其方向沿着盘面的同心圆周切线方向. 

涡电流密度的大小可由欧姆定律的微分形式 求得： 


<jE, 


k 


圆盘内总的涡电流为 


Jo Jo Z 4 


kahR 2 


① 

② 

③ 


④ 


⑤ 



上式中的负号表示当 是>0 时，涡电流方向与 B 的方向形成左手螺旋的关 系，々 <0时，涡电流 
方向与 B 成右手螺旋. 

例 10 -S 在均匀磁场中有一段导线弯成如图 （ a ) 所示形状.， < , 

以段为直线，长为 Z , 段为半圆弧,直径为 d 和圆的直径& 

夹角为60°,整段导线都在垂宣于磁场的平面内，并沿延长线 
的方向以速度 w 向右运动，已知磁感应强度为 B . 求 ac 间的感应 》 

电动势，哪端电势高？ 

解 ：如图 （ b ) 所示，作辅助线 ac , 则 a = 设想闭合回路 aka 
以®向右运动，则因磁场是均匀的，回路面积不变，所以 " 

例 10-5 图 （ a ) 
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即 


£abca 

^<Aca Cafit 

dt U, 

+ e Cfl = 0, 

/60。 60 o XL 


tea = 

1 J (v X JB) • dZ = 

f tiBcos 30°d/ = ^- vBl , 

10 L 

^ —— ^ 
(8 )b 

所以 


^abc =— e m ■- 

—— 

例 10-5 图 （b) 


<0,说明 a 点电势高. 


三、习题解答 

10 1. 如图所示，平面回路 ABCD 放在 B = 0. 6 T 的均匀磁场中，回路平面的法线 n 与 JJ 的 
夹角为 a = 60°, 回路的 CD 段长/ = 1. 0 m, 以速度= 5. 0 m . s _l 向 
外滑动，求感应电动势的大小和感应电流的方向. 

解： 在 CD 段上产生动生电动势 XB 的方向沿 DC, 

<?i — ( t > X B) • d/ = J uBsin(90° — a)d/ = vBl cos a 

= 5. 0X0. 6 XI. OX cos 60° = 1.5( V), 

方向由 D — C . 因此，感应电流沿顺时针方向. 

10 2. 如图所示，金属杆3可以移动，设整个导体回路处于均 
匀磁场中， B = 0. 5 T, i? = 0. 5 n, 长度 Z = 0. 5 m, 杆 3 以匀速 
u = 4. 0 m • s' 1 向右 运动.试问： 

(1) 作用在3上的拉力为多大？ 

(2) 拉力做功的功率有多大？ 

(3) 感应电流消耗在电阻 R 上的功率有多大？ 

解： （1) 在金属杆3上产生的动生电动势方向由 6— a , 习题 10- 2 图 

<9,- = J (v X B) • dl = vBl ； 

感应电流为 Ii = i = w - 

磁场对载流导体 a 的作用力为水平向左方向，大小为 



B 



w 7 ;D vB 2 l 2 
F = I‘IB = —. 

作用在 3 上的拉力应与 F' 大小相等，方向相反，即指向右边： 

F a = F ' = = 4,0X °： 5 !^ 0, 5 ' = 0. 5(N). 

K 0. 5 

(2) 功率为 N = Fu = 0. 5 X 4. 0 = 2( W). 

(3) 感应电流消耗在电阻 R 上的功率为 
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= l]R 


m 


R 


v 2 B 2 l 2 

R 


N = 2(W). 


说明外力所做的功全部转化为电路中的焦耳热. 

10-3. 如图所示,金属杆以等速《 = 2 m . S - 1 平行于一长直 
载流导线移动，导线通有电流/ = 40 A , 问： 此杆中感应电动势为 
多大？ j 

解：如图，以垂直于 J 的方向作轴，且 or 轴、和电流在同一 
平面内，坐标原点取在导线上.在纸平面上 x >0 的范围内，由电流7 
产生的磁场方向垂直于纸面向里，离导线距离为: c 处的磁感应强度 O 

为 a = 杆中感应电动势为 


|0. 1 m | 


1.0 


习题 10-3 图 






I (v X B) - dxi — f — v • B • dx = 一 f ^ dx 
J a J o. i 2 kx 


UolVy 1 

2^r ln or 


3. 68X 10- 5 (V), 


4tcX 10 一 7 X 40 X 2 


2 tt 


In 10 


负号表示电动势方向为 x 轴的负方向，即由 A , 故 A 点电势高. 

10-4. 如图 （ a ) 所示，一长直导线通有电流/ = 5 A , 在与其相距^ = 5 cm 处放有一矩形线 
圈，共1 000匝，线圈以！；= 3 cm • s - 1 的速度沿着与长导线垂直的方向向右离开长导线，问此 
时线圈中的感应电动势有多大？（设 a = 2 cm , 6 = 4 cm ) 


d ― ► 


习题 10-4 图 （ a ) 




解： 如图 ( b ) 所示，在线圈平面上取 X 轴垂直于电流 J ,原点在导线上，在: C > 0处 J 所产 
生的 B 的方向垂直于纸面向里. 

解法一：对线圈的每一边求感应电动势，再求和.回路选顺时针绕行方向，对于线圈上、下 
两边，由于 ( wXB ) 与 d 〖方向垂直，所以& = ^ = 0. 离开电流为 x 处的磁感应强度 B 二 

2jcx ' 

= pNCt - XB , ) • d / = 厂 = ^ j - b . 

J d J o Znd Ind 

同理， ^bc = J b N ( vXB z ) - dl 2 n ( d^ V ay 


线圈中的感应电动势为 
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= ^DA ~ f ~ <^flC 

_ 1 000 X 4tc X 10 


Nfxp Ibv I 1 
2 tt \~d 




d^n 

X 5 X 4 X 10~ 2 X 3 X 10— 


1 


1 


2 tt \5 X 10~ 2 (5 + 2) Xl ( T 2 J 

= 6. 86 X 10_ 6 ( V ), 武 >0, 说明武为顺时针方向. 

解 法二： 求磁感应通量的变化率，取顺时针方向为回路环绕方向.取任一小面元 dS = 
如图 （ b ) 中阴影部分，在任一时刻 i ， 通过线圈的磁通链数为 


少= N0 


r r a-\-d-\-v 

N\B . dS= N\ 

J J d-^-vt 

Nfjip 仿 i n a -\- d vt 


^-bdjc 

C,TZX 


2tt d 七 vt • 

0 时，线圈左边离开导线的距离为 A 所以这时线圈中的感应电动势为 




d ? 


N/ipIby / 1 
2 n \ d 


Nfia Ibv / 1 

i \ 

i-o 27 c \a -\- d -U 

d-\-U ) 


d -\- a 


)= 6. 86 X 10-*(V). 


10-5. 如图所示,一水平金属棒 OA 长/ = 0. 60 m , 在均匀磁场中 
绕着通过端点 O 的铅直轴线旋转，转速为每秒2周，设 B = 4. 14 X 
10 - J T , 试求棒 OA 两端的电势差，并指出棒的哪一端电势较高. 

解：在棒上离 O 点为 r 处取一段 dr 长度，此处的线速度为 I = 
or, 金属棒的运动产生了动生电动势，其值为 




| (t» X B) . dr 


cjrBdr = —cuBl 2 


2 


X 2jtX 2 X 4. 14 X 10 -3 X 0. 60 z 


= 9.36 X 1( T S ( V ). 

忒 >0, 说明忒沿 r 的方向，故 A 点电势高. 

10 - 6 . 如图 （ a ) 所示,一长为质量为 m 的导体棒，其电阻为 
K , 沿两条平行的导体轨道无摩擦地滑下，轨道的电阻可忽略不 
计,轨道与导体构成一闭合回路，轨道所在平面与水平面成0角， 
整个装置放在均匀磁场中，磁感强度 B 的方向为铅直向上, 试证： 
导体棒 aft 下滑时达到的稳定速度为 

_ mgR sin 6 
V = B z l 2 cos z d' 

解： 棒向下运动产生动生电动势，在棒上的感应电流为 

•d/=^sin(^+f 
-^vBlcos d 9 方向由 b-^a. 


f 



习题 10-5 图 



通过导体棒的电流在磁场中受到的安培力为 f 
断出该力水平向左.如图 （ b ) 所示， 

F = IIB — -^vB 2 1 2 cos d, 

其沿斜面的分量为 

F// = Fcos 9 = -^vB 2 l z cos 2 8. 

棒受到的重力为其沿斜面的分置为 mgsin <9,当此两力平衡时，速度达稳定值，由 

mg sin 6 = F//= ^vB 2 l z cos 2 6, 



得 


v = 



B 2 l 2 cos 2 ff' 


10-7. 如图所示,在圆柱形空间中存在着均匀磁场， B 的方向与柱 
的轴线平行，若 B 的变化率 f = 0. lOT.s- 圆柱半径 i?=10cm, 问 

在 r = 5 cm 处感生电场的场强为多大？ 

解： 以圆柱轴线为中心，作半径为 r 的圆形回路，回路的绕行方向 

为顺时针，该回路的感生电动势 S = ^ E-dl 式中£： 

为 r 处的感生电场的场强.由对称性知，上式可化为 



习题 10-7 图 


得 £=-y^=--|-X5X I 。- 2 X 0. 1 =- 2. 5 X 1 CT S (V . m - '). 

E < 0,说明 E 的方向与回路的绕行方向相反，所以 £ 为逆时针方向. 

10 - 8 . 如图所示，一很长的直导线载有交流电流 i = Josinc */ ,它旁边有 
—长方形线圈 ABCD , 长为/、宽为 a ), 线圈和导线在同一平面内，线圈 
的长边与导线平行， 试求： 

(1) 穿过回路 ABCD 的磁感应通 量少； 

(2) 回路 ABCD 的感应电动势炙 

解. •（1) 离开导线的距离为处的磁感应强度为 B 

穿过回路的磁感应通量为 习题 10-8 图 

少 = • dS = f = ^-^ln — = -^-sin o^. 

J J a Itzx 2tc a 2ir a 

(2) 回路的感应电动势为 



dt 2 k a 


COS cut . 
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10-9. —闭合线圈共有 N 匝，电阻为亿 证明： 当通过这线圈的磁感应通量改变△少时，线 
圈内流过的电量为 

解： 线圈中的感应电动势为 


S=-N 


△0 


则感应电流为 


R = ~~Rlt r 


电量为 


△<? = | /At I = 


R 


N A 0 


i N 


A 0. 


10-10. 图示为测量螺线管中磁场的一种装置，把一很 
小的圆形测最线圈放在待测处并与管轴垂直，这线圈与测 
量电 S 的冲击电流计 G 串联.当用反向开关 K 使螺线管 
的电流反向时，测量线圈中就产生感应电动势，从而产生 
电量 A 9 的 迁移； 由 G 测出△</，就可以算出测量线圈所在 
处的已知测量线圈有2 000匝，直径为 2. 5 cm , 它和 G 
串联的回路电阻为1 000 n , 在 K 反向时测得 Aq = 2. 5 X 
10' 7 C , 求被测处磁感应强度 S 的数值. 



解 ：由上 题可知 = 


当电流反向时, B 也反向，所以线圈中的磁感应通量的改变量为 = BS - BS ) = 2 BS . 


故 


△分 


2 NBS 

~R~~ 


B 


R/^q 


1 000 X 2. 5 X 10~ 


1.27 X 10— 4 ( T ). 


2 NS 2 X 2 000 X tc (2. 5 X 10~ 2 ) 2 /4 
10-11. 在长度为 Z = 30 cm , 直径 rf = 3.0 cm 的纸筒上密绕有线圈 500 匝，试求此线圈的 


解：线圈的长度远远大于截面直径，所以其内部可看成是均匀磁场，当螺线管通以电流 J 


时，管内磁感应强度为 


B = fi 0 nl = fio (y )Z. 


通过每匝线圈的磁感应通量为 <P = BS^ Mo ( y )/ S . 
通过螺线管的磁通匝链数为 

义 = N 屯 = fM ^-/S. 

线圈的自感为 
L 




500 2 


S = 4„Xl0-X^XfX0.03^ 


7. 4 X 10- 4 ( H ). 


10-12. 有一 单层密绕螺线管长为 Z = 20 cm , 横截面积 S = 10 cm 2 ， 绕组总匝数 N = 1 000. 
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而代入上式得 


Y = (1 — e - l ’ y , 
e - f ， = 1 -孕= 0. 293. 


得 


^ ln ra 


20 ln 0^93 


0. 31( s ). 


10-18. 如图所示，两条水平导体细棒 AC 和 AD 成6角，磁 
感应强度为 B 的均匀磁场垂直于两导体棒构成的平面.另一导 
体棒 EF 丄 AC , 棒 EF 以恒定速度》由4点开始沿 AC 方向运 
动，导体_每单位长度的电阻都是 r . 试求任一时刻回路中的感 
应电动势和感应电流. 

解： 回路中感应电动势的大小为 



得 

沿逆时针方向. 
回路电阻为 


回路感应电流为 


dt — = B 去 . tan5 )， 


e = Bv 2 tan 6 


R = rL = r{vt + vt - tan 0~\- it • sec 6 ); 


e 

R 


Bvtan d 


Busin 6 


-(14- tan 0 -f- sec d) r (1 + sin 6 + cos d) * 

1019. 两个共轴圆线圈，半径分别为 i? 和 r ， 匝数分别为和 iV 2 , 相 
距为设 r 很小，则小线圈所在处的磁场可以视为均匀的，求两线圈的互感 
系数. 

解： 如图所示，设大线圈流过电流为它在小线圈处产生的磁感应强 

度为 

JR 2 


<3 




通过小线圈的磁通匝链数为 


C9 


习题 10-19 图 


^21 = n 2 bs 


NzN . k ^^ IR 2 
2( R 2 + l 2 ) 3/2 . 


Af _ ^ _ uq ^ N 2 R 2 ^ 
I ~ 2( 尺 2 +/ 2 ) 3/2 * 


互感系数为 
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- 10-20. 如图所示，均匀磁场的磁感应强度为 B , 方向垂直于 
纸面向外，导体 M 长为质量为 m , 回路电阻为1?, f == 0时，导体 
ab 具有速度 t ；。 ，无外力作用 • 

(1) 试求杆^的速度 

(2) 设 f = 0时，杆 a 6 的位置为 X 。 ，求杆 a * 的坐标 x ( f ) ; 

(3) 从 f = 0开始到杆停下时滑行的距离为多少？ 



O Xo 


(4) 试证明电阻上产生的焦耳热正好等于杆的初动能习题10_ 2 0阁 


解： （1) 杆上的动生电动势为 vBl . 


回路电流为 


8 _ vBl 

~ R ~ I. 


杆受安培力 F = 1 BI = (沿: c 负方向 ）• 

由牛顿第二定律得 


vBH 2 dv 

- m — 

R dt ' 


积分上式得 

得 



dv 


= -1: 


BH 2 


di , 


v ( t ) = v 0 e 




(2) 由 v ( t )= 室 = v 0 e ^ 1 得积分 


得 


dz = i^e w at , 

J :0 Jo 

I v 」 ttjRvo f , - s 2 /f 、 

x ( t ) = x Q 4 - - Qijr ( 1 — e a )• 

(3) 杆停下时 x ^) = 0,对应于 £— oo , 由上式得杆滑行距离为 

mRvn 


Aj : 


c(^) — Xo 


B 2 l 2 


(4) df 时间内在电阻上产牛的焦耳热为 

v 2 B 2 l 


总的焦耳热为 


dQ = PRdt 


Q = dQ 


尺 dt = ^l e ^. d . 


㈣ 冷 

R 


ck 


- mv 0 . 


* 10 - 21 . 如图所示，在铅垂面内两金属轨道相距为与电动势为 t 内阻为 r 的直流电源 
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连接.质量为电阻为 i ? 的匀质导体棒两端与两导轨相接.开始时导 
体棒静止，然后无摩擦地下滑，设轨道足够长，其电阻可忽略，周围空 
间有均匀磁场 B 与轨道平面垂直，试求金属棒的最大下滑速度. 

解：当金属棒以速率 u 下滑时，动生电动势 

= vBl , 

方向与€相反,取回路中电流为逆时针方向，则 

r — < 0 , 一 <0 — Bvl — (0 

载流金属棒受到磁场的安培力为 



习题 10-21 图 


F- IBI 


Bl(vBl-i) 


开始时， I 较小 ， ByZ < F 为负值，方向向下, F 与 / wg —起使棒加速下落，当 D 增大使 F 从 
负变正时，方向向上，当 F = mg 时，棒达最大速度％,故 


mg 


尺 + r 


得 


三 mg(R^-r) 

m B 2 l 2 Bl. 

- 10-22. 一均质细导线圆环，总电阻为尺，半径为圆环内充满方向垂直于环面的匀强 


磁场，磁场以速率^ =丨均匀地随时间增强，环上 A , D , C 三点位置对称.电流计 G 连接 A 、 


C 两点，如图 （ a ) 所示•若电流计的内阻为 R c ，试求通过电流计的电流. 
解： 圆环上的感生电场为，选逆时针回路绕行方向.由 


- d, = ~jf - ds > 

E® • 2na = na 2 k, 

得 = y . ① 

对 AC 段，有 

^ - - dl =一 Jr ydZ =— ^-k. ② 


由电流计 G 与 AC 段组成的回路中，因中 = 0,所以总的感应电动势为零，即 



^ACXiA - 

= + 《CCA == 0 ， 


得 

^CGA 3 

= —^AC = 〒是 • 

③ 


^ADC = L 乂 Eft 

.cU =* f 丁 ， dZ — k. 

JO L O 

④ 
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回路的等效电路如图 （ b ) 所示，由基尔霍夫定律有 


Ic = Il + h 

h • 琴 - h • 警 = ^adc 4-^ca = = na z k. 

I(^G ■+■ I 2 •誓 = ^CCA — ^CA = ; 是 - ^ ^ ^ 0. 

解以上方程，得 


r _ 3i ： a z k 
G = 9R C + 2R' 

•10-23. 在半径为尺的圆柱形空间内存在一均匀磁场，磁场 

随时间的变化率为一长度为21?的金属棒％置于如图所示的 

位置，棒的一半在磁场内，另一半在磁场外， 3 = f = ，试求棒两 
端的感生电动势 

解: 取闭合回路 a & Oz , 逆时针绕行，其中感生电动势为 

i = &E • dl= [ E • d/ + f E • E • di. 

J J Cb J abc J tO 

由磁场分布的对称性知，在 Oa 和 cO 段上， E 丄 dZ , 积分值为零，所以 

<3 = • d/ = J E • dl = 

AOac 内磁通变化仅发生在 AOd 及扇形06 〆 区域内，有 

= B • S —— B • 十 7ti? 2 X ) 

=- B (+ K . 參 +#)=- 职 2 ( f + n ). 

由此得 匕 = $ = —當 = (令+^!) 1 ^罢. 

•10-24. 如所图示，一矩形截面的螺绕环内、外半径分 别为兄和拓 ，高为 A , 密绕 iV 匝导 
线，通以电流1= / oCOSW , 在其轴线上放一长直导线. 试求： 

(1) 螺绕环和直导线间的互感系数； 



习题 10-23 图 
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(2) 当 t f 秒时，长直导线上的互感电动势. 

L.Q) 

解： （1) 设长直导线通以电流 I ,,在螺绕环内产生的磁感应强度为 
B = ^ (J?, <r<R 2 ). 

通过螺绕环的总磁通量为 

卜 ♦. ds = C = ^f^ n if. 

由互感定义得 

(2) 由在长直导线上产生的互感电动势为 



习题 10-24 图 


当 t = 士秒时，有 

Leo 


^ =— M ^ In ^ • oJosinoji. 


•10-25. 如图所示， ABCDA 是闭合导体回路，总电阻为 i ?, 

AB 段的一部分扭成初始半径为 r 。 的圆圈，圆圈所在区域有与圆圈 
平面垂直的恒定均匀磁场 B , 回路的 B 端固定, A 端在沿 BA 方向 
的恒力 F 的作用下向右移动，从而使圆圈缓慢缩小，设在圆圈缩小 
的过程中始终保持圆的形状.设导体回路是柔软的，且阻力与导体 
回路的质量均可忽略，试求此圆圈从初始的半径 r 。 到完全闭合所需的时间 T . 

解： 设在恒力 F 作用下 A 端右移 dbc , 相应的时间为 dt , 圆半径缩小了 _ d / •，则 



习题 10-25 图 


dr = — 27 cdr , ① 

在 dt 时间内 F 做功 Fd ; c , 同时在圆圈内产生感应电动势<?,在回路中引起感应电流 i , 散发热 
能为积 dt , 由能量守恒定律得 




Fdx = ^idt. 


② 

S — 

d 少 

~ dF = 

= ~it (nr2B) = 

~ UrB %' 

③ 



i 2nrB 

dr 

④ 


i = 

二— = —- • 

R R 



由①〜④式得 
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一 2nFdr ― 

A^r 2 B 2 / dr \ 2 ^ 

R (dj 

即 % = 

积分上式,得到半径为零所需的时间为 

FR 

2nr z B 2 9 

T == r dt = r c 

2nr^B 2 . 2nB 2 rl 

FR dr 3 FR * 

四、思考题解答 


10-1. 试问在下列情况中，哪些会在运动导体中产生动生电动势？若有电动势，方向 
如何？ 

(1) —段导线在载流长直导线周围的磁场中运动(如图 U )、（ b )、（ c )、（ d ) 所 示）； 

(2) 一个矩形线圈在载流长直导线周围的磁场中运动（如图 （ e )、（ f ) 所示). 



思考题 10-1 阁 ( a ) 


I 

思考题 10-1 图 ( d ) 


〒 --廿(- 

V to 

思考题 10-1 图 ( b ) 思考题 10-1 图 ( c ) 



思考题 10-1 图 （ e ) 思考题 10-1 图 ( f ) 


答： （1) 由 d 忒 == ( vXB ) • dZ 可得图 （ a ) 中武向上 (B 在导线处垂直于纸面向里），图 （ b ) 
中忒向右，图 （ c ) 中由于 di 只在长度方向上 ，（) 的方向与电流平行，与 dZ 垂直，所以武 
= 0,图 （ d ) 中由于 （ t » XB ) 丄 d /， 故 <?. = 0. 

(2) 图 （ e ), 通过线圈的$不变，故€=0,图 （ f ), 沿向下方向运动, B 减小,选取顺时针为 

线圈的绕行方向，则^ =-^> o , <?,的方向为顺时针方向. 

10 - 2 . 如果将一条形磁铁插入一橡胶制成的圆环中，试 问：在 磁铁插入的过程中，环内有 
无感生电动势？有无感生电流？试说明之. 

答： 磁铁插入橡胶圆环中，环内有感生电动势而无感生 电流. 因为在环中有磁通量的变 
化,但因橡胶绝缘，故无电流. 

10-3. 如图所示,一金属框架放在恒定磁场中，如果使导线 AB 向右移动，则将产生如图 
所示的感生电流，试问，磁场的方向如何？ 
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A 



i 



V 

B 




思考题 10-3 图 




N 



Ii 


思考题 10-4 图 


答： 由楞次定律判断，磁场垂直于纸面向里. 

10-4. 有一根很长的竖直放置的金属圆管，分别让一根磁铁和一根未磁化的铁棒从圆管 
中落下，不计空气阻力，试问两者的运动有什么不同，为什么？ 

答：如图，设磁铁 N 极向下， S 极向上，当磁铁在圆管中下落时，在磁铁经过的瞬时位置附 
近，磁感应强度发生变化，产生感应电流，由楞次定律，电流形成的磁场总是阻碍原磁场的变 
化，即阻碍磁铁的下落，使磁铁运动的加速度小于重力加速度而未磁化的铁棒则以加速度 
g 作自由落体运动. 

10-5. 一铜片放在磁场中，如图所示，若将铜片从磁场中拉出或推进，就会出现一个阻力， 
试解释此阻力的来源. 


答： 如图，当铜片拉出时，通过铜片的磁通量减少，在铜片中产生的感应电流如图，该电流 
在磁场中所受安培力方向指向左边，为 阻力; 反之，当铜片推进时，安培力指向右侧，也为阻力. 



10 6. 把一条形磁铁水平地插入一闭合线圈中，如图所示，一次迅速地插入，另一次缓慢 
地插入，两次插入前后的位置相同，试问： 

(1) 两次插入过程，线圈中的感生电流是否相同？通过线圈的电量是否相同？ 

(2) 不计其他阻力，在两次插入过程中，手推磁铁所做的功是否相同？ 

答： （1) 感生电流1 = 插入位置相同，即相同，但因两次快慢不同，故I不同， 


« = | Jdt =- d® = 去 ( 少 1 一 少 2 ) , 

只要两次插入位置相同，通过线圈的电董就相同. 

(2) 手推磁铁所做的功转化为线圈中的焦耳热，得 


W=PRAt={^^) 1 RA t = 


丄 (△少) 2 
R At 
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可见小的情况，即迅速推进时做功多. 

10-7. 如图所示，将一块导体薄片放在电磁铁 
上方与轴线垂直的平面上. 

(1) 如果磁铁中的电流突然发生变化，在 P 点 
附近并不能立即检测出磁场 B 的全部变化，为什么？ 

(2) 若电磁铁中通过高频的交流电流，使 B 作 
高频率的周期性变化，并且导体薄片是由低电阻率 



的材料制成，则 P 点附近的区域几乎完全为该导体 0 7m 

片所屏蔽，而不受到 B 的变化的影响，试说明这是为 

什么？ 

(3) 这样的导体薄片能否屏蔽稳恒电流的磁场，为什么？ 

答： （1) 当磁铁中电流突然发生变化时，在导体薄片上有感应电动势和电流产生，感应电 
流产生的磁场是反抗原磁场的变化的，因而抵消了一部分磁场，在 P 点附近不能立即测出磁 
铁产生的磁场 B 的全部变化. 


(2) 由于# 大，而导体的电阻小,故电流 2 = 很大，产生的磁场也很大，所以儿乎可 


以完全抵消原磁场的变化. 

(3) 导体薄片不能屏蔽稳恒电流的磁场，因为恒定磁场不能产生感应电动势. 

10 8. 试讨论涡旋电场和静电场有何异同？ 

答： 涡旋电场艮和静电场£相 同处： 

① 对电荷9的作用力规律 相同： F = qE , F = gE ki 

② 静电场中导体 上有一 定的电荷分布时有电势和电势差的概念，涡旋场中导体上出现恒 
定的电荷分布时，仍可用电势和电势差的 概念； 

③ 都满足欧姆定律的微分形式_/ =< tE , j = a E ki 

不同处 :①静 电场由静止电荷激发，是保守场或有势场_ -^ = 0, 静电场的电场线不闭合， 
有头有尾.涡旋电场由变化的磁场激发，电场线是涡旋闭合曲线，为非有势场 ，武 =- dl . 
②静电场中，两点间电势差[/ 2 - U , =\' E - dl 与积分路径无关.涡旋电场中，只能说两点间沿 
给定路径的电势差， ^- U , = [ E „ • dl , 不同的路径有不同的数值 • 

J » 定路径 

10 9. 有两个相互靠近的线圈，如何放置才能使它们的互感系数最小？ 

答： 当两个线圈的绕行方向互相垂直时，互感系数近似为零. 

10-10. 将两个线圈互相串联起来，试问它们的等效电感与它们之间的儿何位置是否 
有关？ 

答： 两个互相串联的线圈的等效电感与它们之间的几何位置有关，因为等效电感与两线 
圈的互感有关，而互感与相对位置有关. 
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— 、内容提要 

1. 电极化强度 P = P = x ^ E > X - = ^-1- 

2. 电介质表面上的极化电荷面密度 a = P - n , n 为介质表面的外向法线单位矢童. 

3. 有电介质时的高斯定理 | l > • dS = 2? ■- 

式中 D = e 0 £ + P = e 0 e r E . 

4. 各向同性的均匀介质充满电容器的两极板间时，电容器的电容 C = e r C 。， 式中 C 。 为真 
空中的电容. 

5. 磁化强度 矢景： 

对顺磁质 M = ， 与艮同方向. 

对抗磁质对=^^,与艮反方向. 

6. 磁化电流线密度 i f = MXn . 

7. 磁介质中的安培环路定理 • di = $>,， 

式中 H = — — M , B = 户 。 （ 1 卞 p)AT =" 。〜 H — 

#0 

顺磁质：> 0, 〉1，抗磁质：< 0，~ < 1 ， M = ^ W H . 

8. 静电场的 能量： 

(1) 电容器具有的静电能说=|0，或评=^. 

(2) 静电场的能量 W = JtodV = | v • EdV . 

9. 静磁场的能量 W = J v xt；„dV = J y yB • HdV . 

二、自学指导和例题解析 

本章要点是掌握在电场作用下电介质产生的极化电荷及其所产生的附加电场与原电场的 
关系； 掌握电介质中的高斯定理；掌握电位移矢 M D 与电场强度£、电极化强度 P 之问的关 
系； 掌握计算介质中场强的 方法； 掌握在磁场作用下磁介质的磁化及其产生的附加磁场与原磁 
场的 关系； 掌握磁介质中的安培环路定理；掌握磁场强度 H 和磁感应强度、磁化强度矢量 M 
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由欧姆定律，导体组的电阻为 


U+-U- 

E - dl 

—J + 

I 

a E • dS 

s 


③ x ⑤，得 


⑤ 


RC = ^, 

a 


此结果与电极的形状无关. 

例 11-3 如图所示,长直螺线管长 Z ( Z > K ), 密绕 N 匝线圈，通有电流其管心由磁导 
率为截面积为 S , 的圆柱体和磁导率为、截面积为 S 2 的圆管构 R 

成，试求此螺线管单位长度上贮存的磁能. 

解法 一：用 . V )求解. ! 

此直螺线管可视为无限长 （), 管外磁感应强度为零.由安培 
环路定理可得管心部分的磁感应强度为 

Bi = fii y-I. 

例 11-3 图 

圆管部分的磁感应强度为 

Bz = fl 2 y/. 

螺线管内的磁场能量为 

= ^-Si I + ^-Sil = 等 I 2 (/xi S, +^S 2 ). 

螺线管内单位长度的磁能为 






N 2 1 2 

~w~ 


(a<iSi -h^zS 2 ). 


解 法二：用 = - i - LI 2 求解 • 

螺线管的自感系数为 

, .. N 3> _ NCE . S , + J 3 2 S 2 ) = N ! ( uiS , + W S 2 ) 

I I ―": l 

磁场能量为 

= j-LP = + MZ S 2 ). 

单位长度的磁能为 

w N 2 1 2 
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三、习题解答 


11-1. 如图所示，一平行板电容器两极板相距为 < 其间充满了两部分介质，介电常数为 


e , 的介质所占的面积为&，介电常数为 e 2 的介质所占的面积为 
S 2 , 略去边缘效应，求电容 C . 

解： 此电容可看作是两个电容的并联. 


C = C, + c 2 


gl 丄 芑 2 S2 _ £l Si -h CzS2 

d 十 d ~ d 



S 2 




习题 ii-i 图 


11-2. 面积为 1.0 m 2 的两平行金属板带有等置异号电荷，电量都是 30 M C , 其间充满了电 


容率（即介电常数)为 1.5 X 10 _ U F * nT 1 的均匀介质，略去边缘效 
应，求介质内的电场强度£和介质表面上的极化电荷面密 度 〆 . 

解： 作一柱形高斯面包围金属极板和介质的分界面，如图，高 
斯面的上、下底平行于交界面，面积为 AS , 由介质中的高斯定理得 



高斯面的上底在金属极板内， E = 0, 故 D = 0, 侧柱面的法线与极 
板平行，因而与介质中的场£垂直 ， D • dS « = 0,所以上式化为 



OD 


dS 


1 下 * 


D - dS 


<?• 


下底面的 D 和 AS 方向一致,设自由面电荷密度为 < j , 则上式为 


J TJS 


D • dS = D • AS 


a • AS , 


得 


介质内的电场强度为 £ ，其值为 


D = ^ = s • 


E 


D 

e 


ei 


30 X 10 -6 
1. 5 X 10 _u X 1.0 


= 2. OX 10 *(V . m _1 ). 


方向由正极板垂直指向负极板. 
介质的极化强度为 P , 其值为 


P = (e r ~ l)eo£ = D — £ 0 E = D — go • 手 =er — j 

= 1.23 X 10 -5 (C . m 2 ). 
o ' = P „ = P = 1.23 X 1( T S (C . m -2 ). 


11-3. 一平行板电容器两极板相距为 2.0 mm , 电势差为 400 V ,其间充满了相对介电常 
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数为 e , = 5.0 的均匀玻璃介质，略去边缘效应，求玻璃表面极化电荷的面密度 </. 

解： 由上题已证出，这种情况下 ， D = < r ， </ = (1 一予)，又由£=各及 E = ^ = f ， 


eV _ e 0 e r V 
T 一 ~~d~' 


玻璃表面的极化电荷面密度^/为 


/ = (1-^) 
= 7.08 X 10 _6 (C - nT 2 ). 


1 \ eoe r V 


(卜去) 


1\ 8. 85 X 10~ ia X 5 X 400 
5 )' 2 X 10' 3 


11-4. —平行板电容器极板面积为 S , 极板间距为 i 相对介电常数分别为^和^ ,两种 
电介质各充满板间的一半(如图). 

(1) 在电容器两极板上加电压 V ，两种介质所对着的极板上的 

自由电荷面密度各为多少？ | 乂 

(2) 两种介质内的 D 是多少？ 

(3> 此电容器的电容是多大？ 1 

解： （1) 两部分极板间的电势差相等， V ： = V 2 = V , 1 I 」 


E,d = E 2 d = V, 


Ei = E 2 


习题 11 - 4 图 


D = a , E 


< J \ = Sdi 


Co£r e 0 € r 

_ — £o£rl 

1 一^- ; 


<Jl = £oCr2-^2 


eoCrzV 

~d^ m 


(2) D x = ai = e oe ^ V ^ £) z = a2 

(3) 两部分电容分别为 


eotrjV 

~~ dT % 


c 0 £ri • S/2 ^ e 0 e r z • S/2 
~~ d ~ ；Q ^ d ~ - 


C , 与(： 2 为并联，故总电容为 


C = Cl + c 2 


e 0 S ( e rl + e r2 ) 


11 - 5 . 平板电容器(极板面积为 S , 间距为 d ) 中间有两层厚度各为忒和 = d )、 
介电常数各为 e , 和& 的电介质层(如图 ( a )), 试求： 

(1) 电容 c ; 

(2) 当两极板所带电荷的面密度为土①时，两层介质分界面上的极化电荷面 密度 〆 是 
多少？ 
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(3) 极板间的电势差 

(4) 两层介质中的电位移 D . 

解 ： （1) 总电容可看成是两个电容的串联，所以 

£,6 2 5 2 

q _ Ci « C 2 = _ did 2 _ ei£2S 

Cj + C 2 €15 丄 £2«5 e 2 d] 

d7 + 77 



(2) 如图 （ b ) 所示，在平板电容器中作高斯柱面，两底与平板 
平行,一在导体极板中间，另一底面在介质中，先把一底作于介质1 
中，由介质中的高斯定理（同 11-2 题)得 

. dS = j " D • dS = q — (To S . 

得 D • S = ff0 • S , 

= ( Jo . 



若高斯面的下底在介质 2 中，则由上面分析可见，在自由电荷面密度相同的情况下， D 相同，故 
= a 。 .即 D ! = D 2 . 而介质中的电场强度不同，有 


El = = El , £ 2 = = ?». 

£l Cl £2 C2 

介质中的极化强度矢量/ 5 = p w , a =匕，故= P . 


C \ 


Pi == D — e () Ei 


_ Co • 


CTo 


0 (, 


€p 

£l 


)， 


qo_ 

£2 




eo _> 
£2 / 


02 = Pz = ^ 一 €0-^*2 == (Jo €o 

在分界面上， </ = a \ — a \ — < T 0 eo (— 一士) • 

(3) 17 = E x d x ^ E 2 d 2 = ^1 + ^ A . 

£i £2 

(4) D , = D 2 = D = , 方向垂直于板面，由电容器的正极板指向负极板. 

11 6. 如图所示 ，一 同心球形电容器内、外半径分别为 K , 和私，两球间充满介电常数为 e 
的均匀介质，内球带电 fit 为 Q , 外球壳带电量为一 Q , 求： 

(1) 电容器内、外各处的电场强度£和两极板的电势差 

(2) 介质表面的极化电荷面密度 〆 ； 

(3) 电容 C . 

解 ：（ l ) r < i ?, 此范围内为金属导体，私= 0. 

Ri < r < R 2 由介质 中商斯 定理， ■ dS = q , D 2 • 4 nr z 


Q , D 2 


Q 


, E 2 


^ E 方向沿半径指向外侧. 



习题 ll-s 图 
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r > R 2 , (球壳厚度不计） • dS = 0,得 D = 0, E 3 = 0. 
两极板间的电势差为 


U i2 = E 2 • dr 


r R 2 


_Q 


J dr 


_ ^丄 

4 庇 U ! 


A). 


j?i J /?j 4izer 

(2) 由 f = ( e r - l ) e ：) f ： 及， = P „ = P , 得 </ = D -&£：,< /的正、负由 〆= P •"得出. 
a ' 内 =-( D 2 - eo £ 2 )„ = ^( l -^) - 介质内表面带负极化电荷. 

( d 2 - £( , e 2 )» = — 介质外表面带正极化 电荷. 


( T 夕、 


(3)C = ^ = q^- =4 " e «T=^7- 

11-7. 一圆柱形电容器是由半径为 R , 的直导线和与它同轴的导体圆筒构成.圆筒的内半 
径为私、长为 Z , 其间充满了介电常数为 e 的介质（如图），设沿轴线单位长度上导线带正电荷 
A 。， 圆筒的电荷为 _ A 。， 略去边缘效应，试 求： 

(1) 介质中的电场强度£、电位移 D 、 极化强度 P 、 极化 
电荷面密度 <!' ; 

(2) 两极板的电势差 

(3) 电容 C . 

解： （]) 在介质中作与圆筒同轴的单位长度圆柱面为髙 
斯曲，由介质中的高斯定理得 

|d • dS = 9 , 圆柱底面与轴线垂直 ， D • dSu =0,所以 fo • cLS = D . dS = D • 2 W r • 1 

= A 。 •得 & ，方向沿半径向外. 

£= - = 方向沿半径向外. 

e Zner 



P 

= D 


}~ e i) 

, 方向沿径向向外. 

由/ = JP • 

得 





介质内表面 

r = R] 

处， 

〆 内 =— P 内 

_ - A 。 
2说 

I 1 -，). 

介质外表面 

r = R z 

处， 

^ 外 = 尸外 = 

： Ao f 1 

2kRz\ 


(2) U\2 = J 

R 'Edr = f 2 

Jr i 

-^-dr = — 
2ner 2ne 

ln?l 



( 3 ) C=g = ^- = 2 «//ln 

11 8. 一 半径为 i ? 的无限长直螺线管，由表面绝缘的细导线密绕而成，单位长度的匝数为 
n , 内部充满磁导率为的均匀磁介质，当导线中通有电流7时. 试求： 

(1) 磁介质中的磁场强度 fl , 磁感应强度 B 和磁化强度 M ; 

(2) 磁介质表面的分子电流线密度 〆 . 



习题11 7图 
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解：⑴ 由介质中的安培环路定理求解图示为螺线管沿轴线的截面图，作一矩形环 
路，其两条边与轴线平行且分别在管内、外，长为 AZ , 另两条边与轴线垂因管外 B = 0,管 


内的 if 、 B 均平行于管轴，由右手螺旋定则可判断其方向为水平指 
向左边对环路的积分为 fi / - dl = ^1, 

• d/ = Jh ■ d/ — H • A / = nAl • I . 

得 ff = nl . 由 B = /Jf ，得 B = / ml . 





A/ 


[0:O:O:OO:O:O:QO:O:OJ 


习题 11-8 图 


由 M 


B 


— H ， 得 M : 


:見 nl 一 nl 


nl 


Wo 


(2) 由 i ' = MX " 可知, i ' 的方向与传导电流 J 的方向相同，其值为 〆 — 1 j . 

11-9. —无限长圆柱形直铜线，横截面的半径为 R , 线外包有一层相对磁导率为 ~>1 的 
均匀介质，层厚为义导线中通有电流/,/均匀地分布在导线的横截面上， 试求： 

(1) 离导线轴线为 r 处的 Jtf 和 B 的大小(分别考虑 r < i ?, ROCK + dWrSK + d 三 
种情况）； 

(2) 磁介质内表面和外表面上的分子电流. 

解： （1) 以铜线的轴线上一点为圆心，半径为 r •作与轴线垂直的圆形环路，导线的电流密 

度为 


j = 1/ kR \ 


由安培环路定理得 j>H • dl = II , j)H • dl = H • 2 nr . 

r < R , H , • 2 nr = j • nr 2 = I ^ f 

得 Hi = ，由铜线的知戌 =/io Hi = 2 nR 2 • 


得 


R 〈 r<^R + d , Ha • 2 nr 


H 2 = 2 ^ f = / 2 


= I , 

/Jtpflrl 

2izr * 


r R d t H 3 • 2 nr ― /, 


得 


H 3 


2izr y 


B3 = fJLo H ： 


_ flpl 
2 nr ' 


(2) 分子电流密度 i ' = MX «. 在介质内表面上， ft 沿径向指向轴线，在介质外表面上, 《 


沿径向指向外侧. 

介质内 = ^ _ 2^ = 2^ ( ^ _1) - 

介质内表面， r = R , ^ i ' - 2 nR = ^(^-1) - 2 kR = (冷 一1)7, 分子电流与传导 


电流同向. 

介质外表面 ， r = R - hd 9 I \ = i f • 2 n(R + d ) == (/ z r — 1)7. 分子电流方向沿圆柱轴线方 
向，与传导电流方向相反. 
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11-10. 空气中当电场强度达到3 X 10 s V * nT 1 时将会发生火花放电，一孤立的金属小球 
在空气中荷电后达到 4 X 10 6 V 的电压，问小球的半径至少应有多大才不至放电？它在放电前 
能在电场中储能多少？ 

解： 孤立带电小球的电势和电场强度分别为 

U= ?^， E = ☆麵附近). 

由两式得 R = ^ = 巧$ =1. 33( m ). 

小球在放电前储存的能 M 为 

w = -^-CU 2 ,C= AneoR, 

得 W = y X ineoR X U 2 = 2 neoRU 2 = 2 X 3. 14 X 8. 85 X 1( T 12 X 1. 33 X (4 X 10 6 ) 2 
=1. 18 X 10 3 ( J ). 

1111. —平行板电容器有两 M 介质， e r| = 4, e rj = 2, 厚度为 4 = 2 mm , c / 2 = 3 mm , 极 
板面积 S = 50 cm 2 , 两极间电压为 [7。= 200 V . 

(1) 计算每层介质中的能量 密度； 

(2) 计算每层介质中的总 能量； 

(3) 用下列方式计算电容器的总能量： （ a ) 用两层介质中能量之和计算 ，（ b ) 用电容器能量 
公式计算. 

解 ： （1) 先求出毎层介质中的电场强度.由已知条件得 

U 0 = E t d , 4- E 2 d 2 , ① 

A = D 2 ,故 E,ei = 或 Eie r , = E z e , 2 . ② 

由②式，代入数字 ，4£, = 2 E Z , E 2 = 2 E ,. 

代入①式， t /。 =£,4+2£ 1 4,代入数字，200 = £： | (2 + 2\3)\10 3 ， 

得 E , = 2. 5 X 10 ‘（V • m - 1 ) , 

E 2 = 2 E \ = 5. 0 X 10* (V - m _l ). 

两层介质的能量密度分别为 

■ w , = yeoe r , El = Y X 8. 85 X 10 _ lz X 4 X (2. 5 X 10 4 ) 2 = 1. 11 X lO'^J - m -3 ). 

w 2 = El = - I - X 8. 85 X 10 - ' 2 X 2 X (5 X 10* ) 2 = 2. 22 X 10- 2 (J . nT 3 ). 

L z L 

(2) 每层介质中的总能量分别为 

Tt；, ■ V , = 1. 11 X lO — 2 X 50 X 1( T 4 X 2 X 10 -3 = 1. 11 X 10 7 ( J ). 

W 2 = w 2 . V 2 = 2. 22 X 10 -2 X 50 X HP 1 X 3 X 10 -3 = 3. 33 X 10 _7 ( J ). 
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•11-15. 两块平行金属板间原为真空，使两板分别带有电荷面密度为 < r 。 的等量异号电 
荷，这时两板间电压 V 。= 300 V . 保持两板上电量不变，将板 
间一半空间充以相对电容率为^ = 5的电介质，如图所示. 

试求： 

(1) 金属板间有介质部分和无介质部分的 D 、 £和板上自 
由电荷面密度 a ; 

(2) 金属板间电压变为多少？电介质上、下表面极化电荷 
面密度多大？ 

解： （1) 设充入介质后，有介质部分和无介质部分自由电荷面密度分别为±<7,和士 a 2 ，场 
强分别为和私，电位移矢量分别为 认和 D 2 . 由于导体是等势体，两部分电势差相等，即 


s , s 2 



所以 


Eid = E 2 d , 


Ei = E 2 . 


即金属板间为匀强电场.由电位移与场强的关系，得 


因 D = a ，所以 

由电荷守恒定律得 

即 

由①和②两式可得 


=色 

eo€r eo 


€o€r €o 


<Jl x + <72 X 晏= «7 qS , 


ffl +ff2 = 2^0 - 


① 


② 



o\ = 

2e r 

T-_r—ao 一 ■ 

1 + e r 

5 

r 7 。 

,A = 

=(Tl = 

5 

=y<r». 


Ct — 

2 

l+r 70- ' 

b° 

, D 2 = 

= (72 = 

1 

=y<ro. 



E , - 

?= - 

5a 。 = 

<7o 




£oe r 

3e 0 e r 

3e 0 " 




E 2 = 

A 

= Oo_ 






3e 0 



(2) 两板间的电压为 







V = 

E'd 

= ^-d = 4 
3e 0 3 

「 V 。 

=y X 300 

=100(V). 


设电介质表面极化电荷面密度分别为+ 〆 和 一 </，由场强叠加原理得 

77 ^1 ^ 

-- , 

£o €o 
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习题 11-17 图 


圆筒，通以反向电流.试求 ： 

(1) 空间磁场强度和磁感应强度的分布； 

(2) 半径为私和艮的界面上面磁化电流密度是多少？ 

解： 由对称性分析可知距中心轴线等距离处的 H 大小相等，方向沿切 
向，选与 h 成右手螺旋为正方向.由 B = fjH 知, B 与《同方向 • 

(1) ，由安培环路定理 -dl = - nr 2 : 

Hi • 2jtr = , 


即 

得 


go 

3 e 0 


5 ctq 一 a 
3co Co 


4 


~Oo. 


• 11-16. —磁导率为#的细长杆，处于与细杆轴向平行的均匀外磁场中，外磁场的磁感应 
强度为 B 。 ，求杆内磁感应强度和磁化强度 M . 

解： 如图所示，作矩形回路，其两边(边 fe 为 /) 与细杆的轴平行，细杆外磁场强度为 


Ho 


Bo 
户。 • 


运用安培环路定理，因环路所围传导电流为零，有 

■ dl = 0, 

幵内= Ho . 

H 内为杆内的磁场强度.由上式可得 

B 内 _ Bo 

M Mo 5 


_ _ [ /• __1 

1_ 


1 

厂 








习题 11-16 图 


■ B 内 


细杆内 


写成矢 fi 式： 


内 


y 』。 

户 o 


么 B 0 . 
户 0 


(//r - l)B Q 


( A 

V£0 


Bo 




B 内 


^ B 0 . 

户0 


M 


P — Mo 


Bo . 


•11-17. 如图所示，一绝对磁导率为 p 的无限长圆柱形直导线,半径为 
R , ，其中均匀地通过电流 h ,导线外包一层绝对磁导率为 a 的圆筒形不导 
电顺磁介质，外半径为尺 2 .最外面包一层磁导率为^ (真空磁导率）的导体薄 


Rz 
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Hi = 2 ^r B, 


R ： < r < R 29 ^ H 2 • dl = I lt 


Ht = itr ' Bi = f ^ ! 


■> r 2 (忽略导体圆筒厚 度）： 


m , ■ di = i ,- u . 


JLo{I\ — 1 2 ) 
Ur ~• 


(2) 以 J , 的方向为磁化面电流的正方向，则 


i Ki = (M 2 — Af ! ) X n , 

M , = - H , , M 2 = - 

Mo f^o 


在广=兄处， ^ = h 2 


— ^2 _ B X _ {fJL2 — fX\ )/l 

1 fJLo fXo flQ • 27tRi 

当 A 时与 h 同方向 ， p < fM 时乂,与 h 反方向 • 
同理，在 r = 沁处 


Af 2 = 一 一 j 

h ( M2 —/ io ) 
2丌尺2 • "0 ’ 


/ #2 

v//o • 2kRz 


2k ) 


负号表示磁化电流方向与 j , 相反. 

•11-18. 如图所示，一个长为 L 的圆筒形电容器由一半径为 a 的芯线 
和一半径为6的外部薄导体壳构成，内外层之间填以介电常数为 e 的绝缘 
材料. 试求： 

(1) 当电容器带电 Q 时的电场 强度； 

(2) 电容; 

(3) 假定电容器上连 接一个 电压为 V 的蓄电池，同时将电介质无限缓 
慢地拉出电容器，如忽略摩擦力及边缘效应，在此过程中需要加多大的力？ 

解： （1) 由高斯定理可得筒外和芯线内部电场强度为零，在介质中 （ 
a < r<b ) 电场强度方向为径向，大小为 


习题 11-18 图 


2 ner 2 j [ eLr ' 


(2) 电位差为 
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电容为 



Q 

2 neLr 


dr = 


Q 

2 izeL 



C 


Q _ 2keL 


V 


b • 


(3) 设某一时刻电介质已拉出 fc 度为 x , 电容器中尚有电介质的长度为 （L 一 o :), 此时电 
容器的电容为有介质部分和无介质部分电容的并联. 


C = 


2 tC £ qX 


In — 


2 ne(L — x ) 

In — 
a 


根据能景守恒，外力拉介质所做之功加上电源的功应等于电容器储能的增量，即 

Fdx -h VdQ = j ^ dC , 


而 dQ = VAC , 所以上式为 


Fdx = 冬 V 2 dC - V 2 dC =— 4- V 2 dC =- 4- V 2 ^ - 

id id Lj y t) 


( l ~i) 


dr ， 


得 




方向沿轴线向上. 

*1119. 如图所示，球形电容器的两极板由半 径为艮 的导体球和 
内半径为 3 R , 的导体球壳构成，中间填满介电常数分别为 e , (内外半径 
为/?,和2]?,)和 £2 (内外半径为2私和3抝）的两屋介质球壳.导体球带 
正电荷 Q ， 导体球壳带电荷一 Q . 试求： 

(1) 电容器的电容； 

(2) 介质中 D 、 JE 和 P 的 分布； 

(3) 两层介质的交界面上的极化电荷面密度. 

解：（1)整个电容器可看成两个电容器的串联 



习题 11-19 图 


总电容为 


^ _ ine \ R ] • 2 R \ 
Cl = 2 R , - R , 


= 8TC£ii?i , 


Cz == 


47re2 • 2 jRi ■ 3Ri 

3 R \ 一 2 JRj 


24兀£ 2 尺1 , 


CiC 2 _ 247rj?i£i£2 
Ci 十 Ei ~h 3€2 


(2) 在介质中以半径 r 作一同心高斯球面 :根据 介质中的高斯定理得 
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dW = F m dr = Bidr = 


fU ， 

2 nr 


W 


2 . 

Zn r Zn 


(3) 设磁场能量增 M 为 AW , 有 


AW = W-W 0 = i-r.r-yL.J 2 , 

而 L '= 迕 In 2d + a . 

re a 

所以 △W = g / 2 ( l n ^^- ln ^^)« s gj 2 l n 2>0_ 

磁场能量增加，而磁场力又做了功，这些能量均来自电源，电源反抗导线中的感应电动势以维 
持电流不变要做功，电源额外输出的电能一部分转化为增加的磁场能量，另一部分通过磁力做 
功而转变成其他形式的能量，如导线的机械能等. 


四、思考题解答 


11-1. (1) 用电源对一空气电容器充电，并维持电压不变，然后将一厚度近似与极板距离 
相等的均匀介质板插入电容器两极板之间，试问 ：电容 器的能量是增加还是减少？ 

(2) 如果对空气电容器充电后断开电源，再将介质插入，试问情況如何？ 

答： （1) 电容器的能量 w = , V 不变，有介质时 C = ^ C 。 ，故电容器的能量增加， 

Wf, = trWoi 

(2) 对空气电容器充电后断开电源，再插入介质，则 Q 不变， W 。 = W = ^= 2^, 
电容器的能最减少， ==&. 

11-2. (1) 将一平板电容器接上电源，再将电容器两极板之间的距离拉开， 试问： 电容器 
所储藏的电能如何变化？ 

(2) 如果对电容器充电后断开电源，再将电容器两极板之间的距离拉开，试 问：电 容器储 
蔵的电能如何变化？ 

答： （1) 这种情况电容器的电压 V 不变，两极板拉开则 d 增大，电容减小，设 d 2 = cd l , 
d '、 d t 分别为拉开前、后两极板的间距，则 C , = Q =^ = ic , ，电容器储能的变化为 

d\ ad\ a 

AW = W 2 - W, = \c 2 \r- ^-C.V 2 = i(C 2 -C,)V 2 = j-c,v 2 (+-1). 
a > 1 , AW < 0 ，储能减少. 

讨论： 电源电压 v 不变，拉开过程中极板 Q 发生变化，电源做功为 A , = \ Ql VdQ = 
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V(Q Z - Q ,) = V ( C 2 V - C , V ) = C 1 V 2 (-^-- l )<0 ，即电容器放电，设外力做 

功为 A 2 (拉开极板需外力）.由能量守恒， A 2 + A , = AW, 

A 2 = AW-A, = -|c 1 V z (-^--l)-C,V 2 (-i--l) 

=+叫卜 1 ) >0 ， 

外力做正功. 

外力所做的功又可用下面方法解出.一块极板对外产生的场为 E = ^- = -2 -，式中 Q 

是变量，是外力拉开极板的过程中极板上任一瞬时的电量，另一块极板受到的作用力为吸引 
力 F: 


F =-QE 


— a _ -av 2 


2 e 0 S 


2 e 0 S 


盖(锊， 


式中 i 为两极板被拉开过程中某瞬时的距离. 


=—F ,外力的功为 A 2 , 


A2 


1 F 外 dr = J* 

/, Ji 

< u ). 


，:㉟ = 郭 - 汝 ) 


(2) 电容器充电后拉开电源，则 Q 不变， 


= —%= 蕞-条 = f(g- 為 ) 


QV . 

2 e 0 S 


(a-1) 


2 C , 


( a -1) >0,储能增加. 


因电源已断开，电源不做功, AW 源自外力做功 A 2 = AW , 


F = —QE = , A 2 = J ’ F 外 dr = J 1 

=^(a-1) = ^(«-l), AW 綱 . 

11-3. 已知一平板电容器两极板的面积均为 S , 两极板之间的距离为 t 原來两极板之间 
为真空. 

(1) 接上电源，然后在两极板之间充满均匀的、介电常数为 e 的电介质，如图 U ) 所示，试 
问极板上的电《是原来的几倍？极板之间的场强是原来的几倍？ 

(2) 接上电源后，在电容器两极板之间平行地插入面积为 S , 厚度为 d /2 的均匀电介质 e , 
如图 ( b ) 所示,求两极板所带电量为原来的 几倍？ 介质中的场强与没有介质处的场强乏比是 
多少？ 

(3) 接上电源后，在两极板之间插入厚度为 A 面积为 S /2 的均匀介质 e , 如图 （ c ), 求两极 
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思考题 11-3 图 （ a ) 



思考题 11-3 图 （ b ) 


S /2 


A 





思考题 11-3 图 （ c ) 


板所带电量是原来的几倍？介质中的场强与没有介质处的场强之比是多少？ 

答： （1) 两极板间的电压 V 不变,设原来电量为 Q 。， 场强为 E 。， 则，插入介 

eo e 0 5 

质后，因 V 不变， E = ^ 不变，即 £ = £:。， C = er C 。 = -^- C 0 ,由 Q 。 = QV.Q = CV = iQV ， 
a € 0 e 0 

得 Q = 丄 Q 。. 9 

£o 山、 1 

( 2 ) 解 法一：先证明在介质和空气中 D 相问，如图 （ d ) 作柱形高|： • CJ .. 必’ 

斯面，上底在金属极板内，下底在介质中，柱面法线与 D 垂直. 

• d5 = f D • dSH- f D - dS-f \ D • d5, 

J J 侧 J 上底 J 下底 

金属板内 £ = 0 ,D = eE = 0 ，侧面 D 丄 dS , D • cLS = 0, • dS 

f D • dS = D * S = < r . S , a 为自由电荷面密度.得 D = < r , 若下底延伸到空气介质中，则结 

J 下底 

果相同，故在整个电容内任一处，均有 D = a ，设介质中和空气中的场强分别为^和£ 2 ,则 



思考题 11-3 图 （ d ) 




Ei = 豆 = 兑 ，£ 2 = ; ^ = 义，所以 £i = —Ei. 
e e £„ eo e 

未插入介质前 V = £：。4 
V 不变，插入介质后，有 

V=E, • f + E 2 • 鲁 = !•(&+£,). 

由① 、②、③三 式解得 £,/ E 0 = , E 2 / Eo = — ^ , E ,/ E , = e „/ e . 

£o 十 e Co 十 € 

原来 Qo = = t 0 E 0 S . 插入厚度为 < i /2 的介质后，有 

Q = < tS — DS = € qE 2 S = e 0 S • — ^ 7 — E 0 . 

e 0 十 e 

由上两式得 q = jH 3 。. 

eo 十 e 

解 法二: 插入介质后的电容可看成两个电容串联， 

n 一 eS r _ CoS 1 _ 1 丄 1 

Cl = d 72 f ~~ d ?2 9 C = C ~ iC ~2' 


① 

② 

③ 
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Ci C2 _ 2 e 
Ci ~h C2 £0 " I - € 


e 0 S 

~d 


2 e 

+ e 


C 0 . 


又由串联电容 Q 相等， c,v, = C 2 V 2 ，即 (：,& = c 2 e 2 . 所以 


e,/e 2 - C 2 /C, = ^ 5 -. 

£ 

(3) 解 法一: V 相同且不变，由 V = 五^知^ = E 2 = E„ , E 0 为原来场强. 


Qi = 

S 

= 

s n 

= Y Di = 

= 鲁必 = 

s ^ 

Q2 = 

S 

_ s n _ 

- jD 2 - 

= feoE 2 - 

s r 

= je 0 E c 


所以 Q= Q, + Q2 = ^(eo+e). 


原来 Q。 = (TO 


S = eoEoS, 所以 Q/Qo 


e -h e Q 
2 e 0 


解 法二: 相当于两电容并联， 

—广 | _ e • S/2 , e 0 • S/2 _ S(e + e 0 ) 

c = Cl + c 2 = -^— + —^-= 2d 


原来 Co =^,Qo = c 0 v = ^, 

现在 Q=cv= (f± eo) SV = ^^ .£s|Y = !^q 。. 

11-4. 在环形螺线管中，能量密度较大的地方是在内半径附近处，还是在外半径附近处？ 
答： 环形螺线管中， B r 越大则 B 越小，= |^,故 r •大处 B 小,小，能量 

^nr Lfi 

密度较大的地方是在内半径附近. 






第十二章电磁场和电磁波 



一、内容提要 


1. 位移电流 h = 

位移电流密度 

全电流 I ± = I + 3 - f ^ = \j - dS + | s ^ . dS . 

2. 全电流的安培环路定理 

£h . dl = | s 7 . dS + | s ^ - dS. 


3. 麦克斯韦方程组 



O E • d/ = — (" • dS, 

J L J Ot 



丰 B • dS = 0, 

d,= L( i+ f )■ 


dS . 


联系场矢量与介质常数的物态方程为 

D = e 0 E + P = t 0 e r E. 


H = — — M= 」一 B. 

户 0 A*0/lr 

j = oE . 

4 . 真空中电磁场的能量密度 w = jeoE 2 +^- B \ 
其中 B ^ «/£ o^o E. 

5 . 电磁波的能流密度——坡印 廷矢董 S ^ wC . 


S = —EX B. 
"0 
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6. 电磁波的动量密度 G = p - S . 

7. 电磁波的 辐射： 

(1) 辐射电磁波的条件 :作加 速运动的电荷才可能辐射电磁波. 

(2) 电偶极子辐射的平均功率 P = 

磁偶极子的平均辐射功率 K = 

(3) 轫致辐射的最短波长 = hc/eU. 

二、自学指导和例题解析 

本章要点是掌握位移电流的本质，了解全电流的概念；掌握麦克斯韦方程组的物理 意义； 
了解平面电磁波的 性质； 掌握坡印廷矢量的意义及计算 方法； 了解电磁波的动量和能量.在本 
章学习中应注意以下 几点： 

(1) 位移电流激发磁场的实质是变化的电场激发磁场，真空中磁场的安培环路定理可 

写成 

炎 B • d/ = J • +yuoe 。 J.. 等 • dS. 

注意上式中的积分回路 C 经过的某一点的 B 不能简单地理解为仅仅由被闭合路径(：所围的 
传导电流和位移电流所激发，而应该理解为空间所有的传导电流和位移电流所激发的场在该 
处叠加的结果. 

(2) 不管是传导电流激发的磁场还是由变化的电场激发的磁场,都是涡 旋场； 而电场则既 
有无旋场(静电场)又有涡旋场.由静止电荷和低速运动电荷产生的电场是无旋场，由变化的磁 
场激发的电场则是涡旋电场.脱离电流独立存在的磁场是由变化的涡旋电场所激发的. 

(3) 麦克斯韦方程组在形式上不对称，如£对封闭曲面的通童不为零，但 B 对封闭曲面的 
通量恒 为零; E 的环流只取决于的环流不仅与3£/心有关，还与电流有关.场方程式 
不对称的根本原因是自然界存在电荷，却不存在磁荷. 

(3) 在电路中电源向负载提供的能量是通过空间的坡印廷矢置送来的，而不是由电路传 
来的，例如具有电阻的导线在电路中，坡印廷矢 tt 沿半径方向指向导线中心，能量并不是沿电 
流方向传输过来的. 

(4) 在真空中，只有当电荷作加速运动时，它才可能发射电磁波，即电磁波的产生与电荷 
的加速运动相联系，由于电荷作加速运动的方式不同，产生电磁波的方式亦+同 • 

例题 


例 12-1 —空气圆平板电容器的极板半径为 a , 电容为 C , 带电量为 Q , 现将一电阻 i ? 与 
两电极板连接，试求： 

(1) 极板间的位移电流密度 夂； 

(2) 距中心轴为 r 处的磁感应强度 

解： （1) 这是电容器上的电荷通过电阻 K 放电的过程，设任一时刻流经电阻的电流为/,极 
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必沿圆周切线 ， cU ―莹 = ir 2 莹， 

得 


E 


已知 B 为 it 方向，若 g >0, 则 E 为如图所示的圆周切线方 
向，£可分解成 X 、 ：y 的分量： 

E z = Esin a , E y =一 Ecos a , sin a = cos a = 

r r 


r_ dB 

T dT* 



习题 12,3 图 （ a ) 


得 £：: = I E I •子 =I 璧， E y =—I E I y 


x dB 

T dT* 


E = EJ+EJ = \{yi-xj) 

若笔 <0, 用同样方法分析，仍可得到上式，但此时 ^ 为负值， £： 
的方向与^ > 0时相反. 

12-4. 一长螺线管，每单位长度有 n 匝线圈，半径为 a, 载有随 
时间增长的电流 G 求： 

(1) 在螺线管内距轴线为 r 处的感生 电场； 

(2) 该点的坡印廷矢置的大小和方向. 



解： （1) 如图所示，当螺线管的电流；随时间增长时，螺线管中 B 的方向和 g 的方向都垂 

直于纸面向里，即沿管轴方向，而感生电场的方向则如图所示，与半径 r 垂直，在 r 相同处£相 
等，由麦克斯韦方程 


• d/ =- f 学 • dS ， 

J J s ai 


E • 2nr = — nr 2 


dB 

d7* 


在长直螺线管内 B = ^m, 代入上式，得 


di 


E =-^ nj f 



(2) 坡印廷矢量为 


S = -EXB, 以 it 表示垂直于纸面向里的方向， t 表示所取环路的切向. 

di, 


B = fn 0 rd(k ) ， E = y/io« 石 （ T )， 

S = i^ n2, 's (_r0)i 


由 s 的方向可知能流是从螺线管的侧面流进来的. 
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四、思考题解答 

12-1. 试比较位移电流和传导电流有何异同？ 

答：位移电流和传导电流一样，在其周围要激发磁场,且位移电流所激发的磁场与位移电 
流之间的关系，也和传导电流所激发的磁场与传导电流之间的关系相同.但位移电流和传导电 
流在本质上不同，传导电流是自由电荷的流动,传导电流有热效应.位移电流不是电荷的流动， 
而是源于随时间变化的电场，故不会产生热效应.形成位移电流不需要导体，即使真空中也可 
有位移电流. 

12-2. 在真空中，电磁波的电场强度和磁感应强度的大小有何比例关系，电能密度和磁能 
密度的大小有何关系？真空中电磁场的能量密度表达式如何？ 

答： 真空中，电磁波的 cB, C 为光速，电能密度和磁能密度大小相等， u;, = = 

ieoE 2 = 电磁场的能量密度为 w = eoE 2 = 

L cflo fJLo 

12-3. 电磁振荡能够在空间传播的原因是什么？ 

答： 电磁波能在空间传播是基于变化的电场激发涡旋磁场,变化的磁场激发涡旋 电场. 
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一、内容提要 

1. 简谐振动、阻尼振动和受迫 振动： 

(1) 简谐 振动: 方程为= 0,振动表示式为工= A COS ( erf +9 o ), 0*=^. 当初 

始值工。、 u 。 已知时， A =y/xl + ( t ; 0 /( u ) 2 , tpo = arctan(i 也).动能 E k = •|-mA 2 a» 2 sin 2 (cut + 
妗），势能 £ P = + ^), 简谐振动的机械能守恒， E = E k + E„ = jkA 2 = 

- i - mA 2 £ u z . 

(2) 阻尼振 动:若 阻尼力 F 为常数，振动方程为 g + — £ = 0, 在从右方最大位移到 

左方最大位移的半周期中，文= A r coscot + j -, w 不变(设 <fh - 0). 若阻尼力与速度成 

正比 ， F =— Tv , 13= m => y ^, 振动方程为 + 2/9^+ q 4 x = 0. 存很小 时为欠阻尼， 
x = Ae 一炉 cos ( o >【 + ) ，ai = y/uA 一 p z • 

(3) 受迫振动方程为 + 2戶¥ 十= Ceos (叫0 ， 外力 /d = Dcos ( co ^ f ) , C = D/m , 

x — Ae~^cos(aj^ + 9 %) +J5cos(o^ ~ t < p ) , 9 ? = arctanB = C[(aiJ— a4) z + 4/5 2 ai3] _T » 

共振时 w 。— cod 9 = C / 2pa ) j . 

2. 振动的合成： 

(1) 同方向、同频率简谐振动的合成 

X) = Aicosiwt <p\) 9 x 2 = A 2 cos(a)t + 外 )• 
x = xi xi = Acos(toi + <p). 

A = [ A ? + A | 4 - 2 AiA 2 Cos (9? 2 —炉 1 

/ Ai sin q >\ A z sin < p 2 \ 

^ = ^" lA . cosJ .+ A . cos ^)- 

当 = < p2 一 < p \ = 0 时 ， A = A ! + A 2 • 

当 = ( p 2 ~~ < p \ = 士 7 T 时 ， A = I 一 A 2 I • 

(2) 同方向、频率相近的谐振动的合成叫〜明=〜 


x\ = Acos(cui t-^r <p) t x 2 = i4cos(aj 2 f + 屮） ， 
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^ = 2 A co S (^^t)cos(^±^-t + 

可视为振幅按 A(0 = 2Acos( C01 ~ W 2 t) 随时间变化的振动 . 

拍频 Aw = \vi — Vz \= W2 1 K • 

(3) 同频率、互相垂直的两个简谐振动的合成 

x = A, cos(a;i + (p\) , y — A 2 cos(o；r + 92 )* 

^• + ^1 — 2^^cos(9?2 — 91 ) = sin 2 (^ — <p \). 

3. 波动表示式和波动 方程： 

一维简谐波 y(x t t) = Acos(o^ + 外 士 ) ,波矢 ^ 

负号对应于正向行波，正号对应于负向行波 . 

三维简谐波表达式 w = Acos(wi — • r + 灼 ）. 

波动方程 i •杂 = &• 

动能和势能相等 ， △£* = AE, = y ( aSAo lu z A 2 sin 2 c 0 («-^). 

总能量密度 e = fw 2 A 2 s\n z ct)i^t — , e = ^-fXij 2 A 2 . 

4. 波的 强度： 

能流密度 S = ev . 

平均能流密度 —— 波的强度 l = lo. 

5. 声波： 

y(^ 9 t) = fcosfce^ — 3 空气中波速 U 飞 为绝热比 * 体变模量 K = Yp ， p 为 

压强 . 

6. 波的干涉、驻波、简正 模式： 

(1) 干涉 y\ — Ai p cos{wt -♦- <pi 0 — Znr^/X ) , 

yz = A 2p cos {ojt + ^20 — 27c r 2 /A ), 

= 920 — 910 + 2 丌（ r! — r 2 )/A, 

△9=2tik 时， A p = A\ p -\~A 2p , 

△9=(2”+l )ir 时， A fi = I A Xp — A zp I. 

(2) 驻波 ：= Acos(ojt -h <p\ — kx) , y 2 = Acos(a；^ 4 - <pz + kx ) ， 

y = y] - yz = 2Acos(fcr + 和之甲 ' )cos(aj£ + 包去 丑 ). 
x = 警一告 ( 於一炉） 处为波腹，振幅为 M. 
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X = 2n ^~ U -告 (92 —9。 处为波节，静止（” = 0, 士 1, 士 2,…）. 

(3) 对于两端固定长为/的弦，简正模式满足 Z = « • 

=吾，波速 u =^,,为弦线的密度. 

mmvi = S 

7. 多普勒 效应： 

设波速为 t ；, 波源发出频率为 w 的波. 

(1) 波源不动，观察者相对于介质的速度为接收到的波的频率为>/ = 观察 

V 

者靠近波源， Wr > 0 ;远离波源， Mr <C 0. 

(2) 观察者不动，波源相对于介质的速度为，则观察者接收到的频率为》/ = —^- y 0 . 

V — Us 

波源靠近, Ws >0;波源远离 ， u s < 0. 

二、自学指导和例题解析 

本章要点是掌握描写简谐振动的微分方程和振动表示式，掌握振幅、频率和相位三个描述 
简谐振动的主要参最，掌握振动的合成;熟悉波动的表达式，掌握波的干涉和驻波的物理意义 
和计算 方法； 了解多普勒效应的应用.在学习本章内容时要注意以下 几点： 

(1) 在讨论竖直悬挂的弹簧振子的振动时，若坐标原点的选取不同，则振动表示式不同， 
系统的总能量表示式也不同，当选择其平衡位 a 为坐标原点时，振动表示式形式最简单，为工 

= Acost ^ + p ), 总能量的形式也最简单，为 E = j - mv 2 + \ kx \ 此时 i - fcr 2 项并不完全代 

表其弹性势能，而是表示系统的弹性势能和重力势能的总和，即总势能. 

(2) 波速决定于介质的性质，固体可以传播横波和 纵波; 液体和气体只有容变弹性而无切 

变弹性，只能传播弹性纵波.柔绳和弦线中横波的传播速度为 d T 为弦线的张力， 7 为 

其单位长度的质量.固体中横波和纵波的传播速度可分别表示为 u (横波）， v 

(纵波），式中 g 和 y 分别表示固体的切变弹性模量和杨氏弹性 模量； 液体或气体中纵波的波 
速为^=1, B 为其体变弹性模量， P 为介质密度.由以上速度表示式中可见，波速与介质弹 
性和密度有关. 

(3) 只有频率和振动方向相同，相位差保持恒定的波源所发出的波才是相干波，如两列相 
千波在空间任一相遇点的相位差 

Atp = <f>2 ~ — ^(V 2 — n) 

与时间无关，即可观察到干涉现象. 
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(4) 两列在同一直线上沿相反方向传播的波的干涉形成驻波.注意驻波表示式和行波不同， 
实际上是一个振动表示式，在任何两相邻节点之间的所有质元位移同号，振动速度同号,相位总 
是相同的，而在节点两侧的质元的位移或振动速度总是反号的，因此驻波实际上是分段振动.任何 
相邻波节之间的区域实际上构成一个独立的振动系统，与外界不交换能量，因而波的总能流为零. 


例 13-1 如图所示,弹簧下悬挂一质量为 m 的物体，弹簧伸长10 cm . 若令 
物体在下列两种初始条件下作简谐振动，求振动表达式 •（1) 物体由平衡位置往 
下拉12 cm , 由静止开始运动（取 g = 10 m . s -2 ). 

(2) 在平衡位置以50 cm • s _1 向上的初速度运动. 

解:（1)先求圆频率设平衡时弹簧伸长: r , 由力学平衡得 

mg = kx , — = 左. 

m x 

所以 w "Vf = Vo = io ( rad • s — 1 ). 

取竖直向下为工轴正方向 ， r = 0时: c 。 = 0. 12 m , v 0 =0. 

振幅： A d) T — j：o = 0. 12(m); 

初相： x 0 = Acos < p t 0. 12 = 0.12 cos < p t <p = 0； 

振动表不式为 x = 0. 12 cos 10 i ( m ). 

(2)! = 0时，1；。=一 0. 5 m • s -1 , x 0 = 0. 

振幅： a = V x ° + (^) 2 = l ? l = i ^ =o - o5(m) - 

初相： x 0 == Acos 9, 0 = Acos <p, (p =士 " I *. 

因 v 0 = —A*>sin 9? <C 0, 故取 ^ » = 号 . 

振动表达式为 x = 0. 05 cos (10 r + 号). 

例 13-2 如图所示为一平面波在 r = 0 时刻的波形 
图，设此简谐波的频率为50 Hz , 振幅 A = 0.1 m , 且此 A 

时质点 B 的运动方向向上，求该波的波动表达式. 丄 _- J - 

解：由 图可知£ = 0时 B 点运动方向向上，因此波沿 _ 

x 轴负方向传 播:且 A = 2 X 50 = I 00( m ). 一 A 

对 O 点 ，X = 0, t = 0时: y = 鲁. 例 13-2 图 



例 13-1 图 




/ = 0 


A 


f 

V 

/ \ - 

0 

一 A 

L \. 

」^卜 50m-H 


^ = Acos + 史 )= Acos <p, <p =± 
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因波向负向传播，下一时刻 x = 0点的位移减小，即 i == 0时刻原点处 速度 ： u =— Awsin 9< 0, 
所以取 p = f . 

根据波的表达式标准形式 

y = Acos[ 27 t(W + 子 )-!-^]’ 

有 y = 0 . lcos [27 r (50 f + j ^)+ 晋] ( m ). 

例 13-3 —平面波的表达式为 3 ^ = 0. 01 cos (5^ + |工+ ( m ) ,式中各量均用国际单 

位.试求： 

(1) 波峰和波谷分别经过 lm 处的时刻. 

(2) r = 2 s 时各波峰和波谷的坐标. 

解：（1)设波峰经过 x = lm 处的时刻为^ ,以 :c = 1 m , y = 0. 01 m 代入波的表示式，有 

C0S(57U^1 + 7C) = 1, 

则 5响 + 7 c = 2 kiz ，得丈1 = ~ -* (是=1 ， 2 , 3 ， …） 

D 

同理，由 x = I m t y =—0. 01可得波谷经过 a : = 1 m 处的时刻之 2 

COS( 5^2 + 7T) = 一 1 , 

则 5^2 + 7 T = (2 走 + 1)7 C 得之2 = 0. 4^. (务= 0，1, 2,… ） 

(2) 以 i = 2 s , ：y = 0. 01代入波动表示式可得波峰坐标 A , 

cos(10tt 4- yXi + 晋 ） =1 ， 

10. 5丌 + 专 Xi = 2灸 7 t ， 得: c , = 一 21. (k = 0, 土 1，士 2,…） 

同理，波谷坐标 A 满足 

cos(10tt + f x 2 + j) =— 1, 

10. 5兀 +专 x 2 = (2 灸+ 1)兀； 

得 x 2 = 4^ ^ 19. (々= 0，士 1, 土 2, …） 

例 13-4 如图所示，有两个相干波源 S , 和&，它们的振动表 

示式分别是 yi 。 = 0. 2 cos 47 ri 和: y 2 。 = 0. 2 cos (4 t ^ + 晋 ) ， 式中各 

量均用国际单位 . &和 S 2 到空间 P 点的距离分别为^ = 60 m , 
r 2 = 70 m ， 波速为 i ; = 20 m • s ^ 1 . 试求： 

(1) 这两列波分别在 P 点处引起振动的振动表 达式； 

(2) P 点的合振动表达式. 

解：（1) &在 P 点引起振动的振动表达式为 



例 13-4 图 
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yi = 0. 2cos 4 丌 (f 一 3) = 0. 2 cos 4 穴 ( 《一器） 

= 0. 2cos 47r ； (m). 

S 2 在 P 点引起的振动表示式为 

h = 0 . 2 c OS [ 4 ； t(r — 守 )+ 胥 ]= 0 . 2 co S [ 4 + — 蒜 )+|] 

= 0. 2cos(47tf - 147r H- ^ = 0. 2cos(47ri + j) (m). 

(2) 两波在 P 点的相位差 = <pi 一 q >\ = I ; 


合振幅 A A\ A z z -\- 2A\ A 2 cos A<p = A\/2(l + cos^j) 
— 0. 2^2 (1 + cos 号) 0. 35(m )； 

A t a • 0 H- sin 

-Vnia * / Ai sin ©i -f- A 2 sin a 2 \ 

初相 (p = arctan -： - y - 丄 ] - = arctan 

r \ Ai cos <p\ ~r A 2 cos <p 2 ) 

合振动表示式为 


1 + cos 


y * 


y p = 0. 35cos(47：f + 晋 )(m). 


例 13-5 如图所示 ,0 处为波源，向左右两边发射振幅为 A 、 角频率为0；的简谐波，波速 
为 c , BB ' 为反射面，它到 O 点的距离 d 为 5 A /4, 试在无半波相位突 r 

变和有半波相位突变的两种情况下，讨论 O 点两边合成波的性质. 


B ， 


O 


例 13-5 图 


tgn j 5 A oj » n 5 A /4 5 

Wf： a = ―, — a = Znv • - = 

4 c c Z 

其中 d = c . 设波源的振动为 

3 ；o (x = 0, 0 = Acos ( a ^ +9? o ). 

以 O 点为: T 轴原点，则向正向和反向传播的波动表示式分别为 

y-b {oc, t) = Acos [ a>(f — 爹 )+ 抑 ] , 

y- (x, t) = Acos [⑴(亡 + 子)十外 1. 

(1) 无半波相位突变，则反射波为 

y + = Acos[a;(f — 爹 )+ 沪 0 一 = Acos[a>(f — 子 )+ 科 — 

( a ) O 点 左边： 

•V 左 = 34+3^- = A cos [aO 一 f)+ 9% — 7T 十 AcOS W (《十 f) 十例 ] 

= 一 2 Asin ( o ^ + 朽 )sin 卜爹) • 
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上式是驻波形式，波腹位置在 


即 


^ = 2jx =_ (n + i-)„, „ = 0 , 1, 2,- 
c =-(n + + ). 含 . n = 0, 1, 2, ■•- 


因工，所以 


波节位置在 


2 -jzj: 

~ 


fA , —十 A 为波腹位置. 


nn, x « = 0, 1, 2, ••- 


即 


工= 0, — 备， _ A 为波节位置. 


( b ) O 点右边： 


— >++ y + — A cos ^ <po — x ]+ Acos [ o>(t 一 j + < p ^ J 

—— — 2 Asin [ a>(t — f )+ 外 ]cos - j - = 0, 

全部静止. 

(2) 有半波相位突变，则反射波为 

y+ = Acosj^a/^ — — )+ fb — 2co ^- + nj= •Acos[ai(^ _ ^")+ 科 ] = y+ ' 

(a) O 点 左边： 

3>左 =y++ y-= Acos[ai(t — D+ 9>o]+ Acos[a»(t ~)+ ^ J 

= 2Acos(ait + <po )cos(o> 子)， 


这是驻波，波腹位置在 


即 


27tx/A =— tik, x =— , n = 0, 1, 2 


X = 0, — y , — A 为波腹位置. 


波节位置在 


2jtx/A =一 卜 + + 卜， 





284 


大学物理简明教程习题详解 


2 ) 2 ' 


0, 1，2, 


即 


4， 


l A , 一为波节位置. 


( b ) O 点 右边： 

yti = y+ — Acos [⑴(《一 D+9?o]+Acos [⑴ 
= 2 Acos [如卜一子 )+^ o ]. 




这是一个振幅加倍的行波. 

例 13-6 距一点声源10 m 的地方，声音的声强级是20 dB , 若不计声波的衰减 ，求: 

(1) 距离声源 5 m 处的声 强级； 

(2) 距离声源多远，声音就听不见了？ 

解： （1) 设声波为简谐波，声强为 


声强级 

对球面波，有 


/ = A 2 u ^ 

L = 10lg ^-(dB). 
^ o 

A.\ r\ = A.2 Ti . 


设距声源 10 m 和 5 m 处的声强级分别为 L , 和 L 2 ，则 

■^ rpo 2 A\u 

= lolg - J - • 

■^■ pLu 2 A\u -^- fw 2 A \ r\u 

L 2 = lOlg - j - = lOlg ^ j r z — • 

两式相减，得 

L 2 = L, + lOlg = 20 + 20lg y = 26(dB). 
(2 ) 设距声源 r 处，声音就听不见了，依题意有 

-^- pv z A z u -^- fco 2 Af r \ u 

L = lOlg —― j - = 10lg - j-p - = 0. 

而在 10 m 处，已知 

■^■ po z A \ u 

U = lOlg'^— t —— = 20(dB). 


① 


② 


③ 


④ 
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④式减③式，得 


得 


Li = 10lg = 20. 

r = 10n = 100(m). 


例 13-7 如图所示,一手电筒和屏幕的质量均为 m ， 且均被倔强系数为 A 的弹簧悬挂在 
同一个髙度.在平衡时，手电筒的光恰好照在屏幕的中心 . 已知手 
电筒和屏幕相对于地面的上下振动表达式分别为 

x\ = Acos(ajf + ft ) ， 
xz = Acos ( o ^ + ft )• 

若要求 ：（1) 在屏上的光点相对于屏静止 不动； 

(2) 在屏上的光点相对于屏作振幅 A ' = 2 A 的振动，则初相位 例 13-7 图 

01 ,02 应满足什么条件？用何种方式启动，才能得到上述结果？ 

解：根据相对运动关系，有 



其中 

得 


i 光对地 == z 光对屏 +2 屏 对地 * 

工光对地 == Acos(ajt + ft ) ， 

文屏对地 =x 2 = Acos(a>i -\-d z ) - 

工光对 w = X \ — x 2 = Acos(cut 十沒 i) — Acos(ojt + ft ) 

= -2Asin—+^^) sin ① 


(1 ) 要求光点相对屏不动，即 = 0, 由①式得 


sin 




得 


0 ： = 62. 


把手电简和屏均拉下 A 后同时释放即可. 

(2) 光点相对于屏的振幅为 2 A , 由①式可得 

= 1 , 

得 — 02 =士 7T. 

即手电筒和屏幕相位必须相反，可让手电简位于平衡点 o 的上方相距 A 处,屏位于 O 的下方 
相距 A 处，同时释放即可. 


8\ — 6t 


三、习题解答 

13-1. —个摆球的振动表示式是 o : = 2 COS (7 rt+D Oc 的单位为的单位为 S ), 试 写出: 
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经过 A 点向 S 点摆动. 

(1) 设 A 点的摆角 0=_|，B 点的摆角0 = 问从 A 到 B 经历多 
少时间？ 

(2) 设摆球在 t f 经过 A, 在 z = $经过 B, 问从 A 到 B 摆线角位 
移是多大？ 

(3) 设 A、B 两点的动能都等于总振动能量的问从 A 到 B 经历多 习题〗 3 - 4 图 
少时间？摆线角位移是多大？ 

解： （1) 振动规律为 0 = do COS ^ ^ +9)， t = 0 时， 一 ft) = ft COS 93 , 因训 > 0, 得炉= Jt, 
代入振动表示式得0 = Gocos^t + 7C) ,可得 

A 点:一夸 = ft)COS (孕 ti + JT j , , + Jt = 音 TT. 


B 点 : | 

= ft) COS t 争 2 + 71 

【 ) ，争 2 + 7t = 

5 

?• 

得 G — 

. 7T v. T 

= T x 2^ = 

T 

T. 


(2) = 

n /2tt T , 

d 。cos (-^7 X -g- -r 

XT ) = ft) COS ; 


dz = 

do COS (夸 X + 7C ) = ft)cos ^ : 

_V2, 

一於 


从 A 到 B 摆线的角位移 A6I = ft - ft = V2(9o. 
(3)E k = ^sin^^f + j ： ), 由题意， £ k = j~E 0 . 


sin 2 (争 + Jt)= y, sin (争 + 7 ：)=±譽 

A 点 ：(?<0, 。〉0,相位 ？) 在第三象限，¥匕+冗=| 1 1. B 点 ：(?>0, uX)， 相位卩在 

第四象限，争 2 + n 得 ^ X 盖=子， A 0 = da (COS +71 — COS = V25 0 . 

13-5. 竖直悬挂的弹簧振子，倔强系数为 /fe, 重物质董为 m, 当弹簧伸长: t。 时，系统达到 
平衡. 

(1) 求此弹簧振子的振动 频率； 

(2) 已知: c。 = 1 cm, 当把弹簧压缩到它原长时，从静止释放重物，求其振动周期和 
振幅； 

(3) 在本题的情况下，是否仍可以把系统的总能量表示为 E = j - kx 2 + j - mv 2 ? 

解： （1) 当重物静止时，弹簧伸长 A ，则&。= mg, 以此位置为坐标原点，向下为I轴正 
向.把重物拉下 z 时，重物受力为 F = mg — k { x Q -j-x) = mg 一心 :。 —kx =— kx , 重物运动方 
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程为 m = 一 ^ ， 振动角频率为如 ， 振动频率^ = ^ = ^ 

(2) 由 &。= m 只，^ 振动周期 丫 = +，得 了 = 27^/^= 2 tt ^^= = 

0 . 2 ( s ). 

振幅 A = 1 cm . 

(3) 若取重物在平衡位置(即本题的坐标原点）为零势能(包括重力势能与弹性势能）参考 
点,则在任一位置 X (： r 竖直向下为 正）： 

弹性势能 E P1 = J — k(x Q + x)dx = 士是 ( 工 。+ 工 ) 2 | 。= Y^(x 0 + x ) 2 — = 

kx 0 x H- ^-kx 1 . 

重力势能 E Pz =—mgjc =— kx 0 x. 

系统总能量 E = >E k -HE Pi - \r E P2 = -~mv 2 +^ToX + 士 ^r 2 — kx Q x = —-miy 2 -|- -^-^x 2 . 
故当零势能参考点取在重物平衡位置时，系统总能 M 在形式上仍可表示为 E = ^ mv 2 + 
但应注意，这里势能也包括了重力势能在内，不仅为弹性势能项并不代表体系 

的弹性势能，而是系统振动的总势能，其值在零和最大值之间变化. 

当零势能参考点取在其他位罝上时，系统总能 fi 不可用上式表出. 

13-6. —个水平面上的弹簧振子，倔强系数为丨,振子的质量为 M, 作无阻尼的简谐振动， 
当它到达平衡位置时，有一块粘土(质量为 m ) 从高度 A 处自由下落,正好落在物体 M 上，并随 
之一起运动 .问： 

(1) 振动的周期变为多少？是原来的多少倍？ 

(2) 振幅有何变化？ 

解 ： （1) 粘土落在物体 M 上以前，振动周期为 


Tl = 2 V ?. 


粘土落在 M 上以后， T 2 = T 2 / T , 

(2) 物体 M 在平衡位置有最大速度 | r |= A ^. 

粘土与物体 M 碰撞过程中，系统水平方向动量守恒,碰后两者共同速度为则 

(m + M)v 2 = Mvi 9 

_ M M A 

^ = KT^ V ' = m + ^ Aw '- 

以后最大振幅由 1/2 = AzUiz 求得 


A2 


V 2 _ 

Ct )2 


M 


JVf + ： 


- A ( Vl / 0>2 


MAcoi 
( M + 7 n ) a }2 
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A\ = A 2 + A5 — 2AA x cos{(p— <p\) = 3 2 + 3 2 — 2 X 3 2 cos 晋 = 2. 4 ,得 A 2 = 1. 55 (cm). 


<pz 一 < p \ = 兀 


. 2 」^ 





泪 _Z_ 丄丌 3 

侍 <pi = 十- 

13-9. 一待测频率的音叉与一频率为 440 H Z 的标准音叉并排放着，并同时振动，声音响 
度有周期性的起伏，每隔 0. 5 S 听到一次最人响度的音，在待测频率的音叉的一端粘上一块橡 
皮泥，最大响度之间的时间间隔便拉长一些，问这音叉的频率是多少？听到的响度起伏的频率 
又是多少？ 

解： 两个音叉一起振动，产生拍频，设待测频率为》 2 ，标准频率为则 u 2 — V , ^ - 

g = 2( H Z ), 这就是听到的响度起伏的频率.设标准音叉的频率为 yi , y , = 440 Hz , 由上可 

得 = Vl +2 或 v , = Vz +2, 加橡皮泥后，音叉的频率 v 2 要变小 (/« 变大#变小），而这时听到 
的拍音之间的间隔拉长了，即 k 丨减少了，故只可能是 


Vi _ vi = 2, 

v 2 = 2 + V] = 2 + 440 = 442( Hz) , 


此即待测音叉的频率. 

13 10. 音叉以频率 v = 440 Hz 振动，求离音叉 2 m 处空气振动的表示式.设该处振动的 
振幅为1 mm , 音叉振动的初相位为零，空气中的声速为344 m • s 1 . 

解：由已知条件可得 A = 1. 0 X 10 _3 m , x = 2 m , <u = 2 nv = 2 jt X 440 = 880 it(rad - s '), 
u = 344 m • s -', 离音叉 2 m 处空气振动表示式为 

y = 1_ 0 X 10 画 3 cos to ( 之 —|) = 1.0X 10 _3 cos 880ir(t — j , 

即 y = 1. 0 X 10 _3 cos 880 jr(r — ( m ). 

13-11. 已知弦线上通过一列波，波源的振动周期 T = 2. 5 s , 振幅 A = 1. 0 X 1( T 2 m , 波 
长 ; I = 1.0 m , 设在波源沿正方向振动而经过平衡位置时开始计时，试写出波动的表示式. 

解： 取弦线为 x 轴，波源位置为坐标原点.由题意知 t = 0 时，1 = 0处的质点经过平衡位 
置，即^ = 0,沿正方向振动，即 k >0, 设波动表示式为 

y = Acos [27 c ( + — f )+ ，将已知条件代入，3^ = 1 - 0 X 10— 2 cos [27 c (^^ — 1^)+ 史]. 

由 f = 0 时，工= 0及 ; y = 0 代入，得 

0 = 1. 0 X 1 CT 2 cos 史 , p =晋或一晋， 

由 Vo > 0,有 。 。 =— Awsin <p> 0 9 所以史取 一 y , 

得 y = 1. 0 X 10 _2 cos^^t — 2 itx — J ( m ). 
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13-12. 波源作谐振动，其振动的表示式为 :V = 4 X 10 - 3 COS 2 4 07^( m )， 它所形成的波以 
30 m - s ' 1 的速度沿; c 轴负方向 传播： 

(1) 求波的振幅、周期及 波长； 

(2) 写出波的表 示式； 

(3) 求离波源 10 m 处一点的振动表示式和振动速度的表示式. 

解： （1) A = 4 X 10 -3 m ， 频率 v = ^ — = 120( Hz ) ， 

周期 了= + = + = 8. 3 X 10- 3 s , 波长 A = “T = 30 X ^ = 0.25 m . 

(2) 3 - = 4 X 10 -3 咖240+ +竞 )（ m ) (沿 j 轴负方向传播). 

(3) 离波源10 m 处，即 : c =— 10 m 处， 

— 4 X 10 -3 cos 240 tt ^ ^ ■- = 4 X 10 _ 3 cos 240 tt (丈一 •|~)( m ). 


振动速度 w= 餐 =-4X 10 -J X240irsin 240n(t-y) 


3. Osin 2407 t ( 


士 ) (m . s_1> . 

13 13. 图中所示是一简谐波在时刻 t = 0 的波形，试根据标示的数据（单位为 m, s) 写出 
这一简谐波的表 示式. 

解： 由图可知，波长 A = 10 m t 振幅 A = 0. 02 m，tw = 0. 2 tc , 由！；„«=‘，得出=癸 


一_ 107C ，波速 1 

1 = Av 

« co 10tc — 

= A • ^― = 10 • - z —— 

50 m • s -1 . 



初始 f = 0 时， x = 

0, ^ = 

= 0, T ； >0, 知波动向右方 

传播. 



可由: y = Acos [o；( 


1+9]， 得 P y* 



而汐=癸 | z-o. <_o =*=_ Awsin < p > 0 9 故9 = 一 号. 

所以波的表示式为 

y = 0 . 02 cos [ 10 : t ( 卜聶) 一 f ]. 

13-14. — 根绳子的一端悬挂一质量为10 kg 的重物，绳长1 m, 质 
貴为 0. 05 kg. 当绳的质量可忽略不计时，试计算绳端的振动沿绳传播 
的速度.若绳的质量为1 kg, 不可忽略，试给出波速在绳上分布的规 
律. 

解： 当绳的重量可忽略时，以^表示绳的质量线密度. 

波速 Mi= V?;VlW= 44 . 3(m . s-1) . 

若绳重量不可忽略，则张力 F 随绳长而变，如图所示，离绳下端为 


////// 

? y 

5 


-ri 0 


习题 13-14 图 
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: y 处的张力为 h = rn x g + fjL 2 yg , / i 2 = = y = 1 kg • m _1 , 代入上式，得 


F 2 = 10 裒 + 览 =(10 + >)g. 

离绳下端: y 处的波速 m 2 = aJ ~ =< /(10 + ： y ) 尽 (m • s 一 1 ). 

13-15. 声波在空气中传播，波速为 340 m • ，—般人能听到的最弱声强（听觉阈）约为 
10_ l2 W • nT 2 ,而会引起痛觉的最大声强（痛觉阈）为 1 W . m_ 2 . 对频率为 v = 440 Hz 的声 
波，它们分别相当于多大的振动位移振幅（空气密度 1.3 kg - m- 3 )? 

解：声强 z = + < oA 2 o > 2 tt , CO = 2 jcv . 


/ rai „ = y X 1. 3 AL X (2 ttX 440) 2 X 340 = 10 - 12 (W • nT 2 ). 

得 A min = 2.4 X 10- l , ( m ). 

rf] — fl^L m 

h a_ Vj -， 侍 

A ™, - 2. 4 X 10- 5 ( m ). 


1316. 如图所示，在光滑的水平面上有两个 
完全相同的弹簧振子位于_直线上.弹簧的倔强系 
数为々，小球的 质董为 m . 弹簧处于松弛状态时，两 
个小球之间的距离为现分别将两个小球压缩 



习题 13-16 图 


长度 L , 然后同时放手•两个小球的碰撞是完全弹性的，试求这种情况下毎个小球的振动周期. 

解: 两个小球的运动具有对称性.先分析左边小球的运动.以小球的平衡位置为坐标原点, 
向右为: c 轴的正方向，以小球第一次经过平衡位置时为时间起点.若不存在右边的弹贽振子, 
则左边小球的振动表示式为 


x -- Lcos(ajt + < p ) , 

其中 = ^/~- ( = 0 时 ， x = 0， X ； > 0,由初始条件，0 = Lcos < p , (p =± y , w > 0;即 
一 Lwsin < p > 0 故取 < p = — ^-. 左球的振动表达式为 

x — Lcos ( a>t — ① 

两小球将在其距离的中点，即在离左小球的平衡位置为处碰掩.设左球从平衡位置运动到 
f L 处所经历的时间为 f ,由①式得 


^L = Lcos(o,f-f ) 
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W — 晋=士 j ，因此时 P >0 •取=—令*， o > = 式代入上式，得 
T 0 t = f ' t =1 i - To 为每个弹簧振子的自由振动周期.即 1 = 0 时小球在平衡位置 ,*==¥ 时 

和右球碰撞,碰后速度反向，大小不变，因而回到平衡位置也用了 I 时间，且速率与《 = 0 时相 

同.在平衡位置左边,球的运动如同没有右边小球时一样.忽略小球的碰撞时间，则左边小球的 
振动周期为 


T=2t + ^ = 2X^ + ^- = jT 0 


3 tc [ m ^ 

TVT * 


右球的运动周期和左球相同. 

13-17 .图 13-17 所示是测量液体阻尼因数的装置，将一质量为 m 的物体挂在弹簧 
上，在空气中测得振动的频率为 VM , 置于液休中测得的频率为求此系统的阻尼因 


数 /?• 

解： 物体在空气中振动时，可近似视为无阻尼的自由振动，其振动频 
率为 v ' = 

式中 C 0。 为系统无阻尼时的圆频率.物体在液体中受到阻尼作用，由题意知 
厲阻尼较小的欠阻尼 情况： 


CO = •>/cuo 泛 • 

式中出为有阻尼时系统的圆频率.此时物体的振动频率为 


V 2 


Tn 


2 jt 


1 = V ( S ) Z_ £^ =小'一备， 


由此得到阻尼因数为 


P = \/47C 2 (ul — ) . 



习题 13-17 图 


€ 




13 - 18 . 图所示为声学干涉仪，用以演示声波的干涉 . S 是电磁铁作用下的振动膜片， D 是 
声波探测器，如耳朵或传声器.路程 SBD 的长度可以改 
变,但路程 SAD 却是固定的.干涉仪内充有空气.实验中 
发现，当 B 在某一位置时声强有最小值 （100 单位），而从 
这个位置向后拉 1. 65 cm 到第二个位置时声强就渐渐上 
升到最大值 (900 单位）.试 求： 

(1) 由声源发出的声波的频率(声速为 340 m • iT 1 ); 

(2) 当 B 在上述两个位置时到达探测器的声波的相对振幅. 


]「 


1 


D 

习题 13-18 图 


解法一： 

(1) 用干涉法.由于是同一个波源发出的两列波，初相位相同，所以两列波在 D 处干涉的 
极大或极小只取决于波程差乂由于相邻极大和极小波程仅差半个波长，即 △ = y = 2 X 


1. 65 X 10 -2 = 3. 3 X 10— 2 ，得 ;I = 6. 60 X 10 -2 tn , 频率 v = u/X = 340/6. 6 X 10 2 = 5. 15 X 


10 3 ( Hz ). 
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(2) Af = /! OC 100, A 1 = / 2 oc 900, 

所以 % = VH = I - 

解 法二： 用驻波法.将 D 处干涉极小时看成该处为驻波的波节，极大时看成该处为驻波的 
波腹.波节和波腹的距离为 

4- = 1. 65 X 10 -2 m , 

4 

同样得 A = 6. 60 X 10- 2 m . 其余与解法一 相同. 

13 19. 试 证明： 两列频率相同、振动方向相同、传播方向相反而振幅不同的平面简谐波相 
叠加，可视为一驻波与一行波的叠加. 

证：设 : yi = Aicos ( a / — kx ) 9 

y 2 — A z cos ( a / kx ) = (Ai + AA ) cos ( oj ^ kx ). 

合成波为 y = y \ yz — Ai cos ( a / — kx ) Ax cos ( cl / + fcc ) + AAcos ( a / -\r kx ) 

= 2 Ai cos fcccos a / + AAcos ( a / + fcc )• 

上式中第一项为驻波，第二项为行波. 

13-20. 在弦线上有一简谐波，其表达式为 

3^1 = 2. 。 X 10 _2 cos [100 Tr(f + 竞)一夸] ( m ). 

为了在此弦线上形成驻波，并使 x = 0处为一波腹， 试求： 

(1) 此弦上另一简谐波的表 达式； 

(2) 驻波的波节位置和波腹位置的坐标 • 

解： （1) 由题可知，另一简谐波的表达式为正向传播的波，可表示为 
y z = 2. 0 X 10 _2 cos [100 K(f — 竞)一夸] ( m ). 

(2) 驻波表达式为 

y = y \ ~\~ yt = 4. 0 X 10 -2 cos Sirxcos ( lOOrci _ 警) ( m ). 

= 4. 0 X 10 -2 cos 57 cx ( m ). 

波节位置的坐标由 cos = 0 求出： 

5 tcx =士（2是 + 1) •号，工=士（2是 + 1) X &( m )， 

得 x =士（0.26 + 0. l )( m ). 

波腹位置由 COS Snx = 1求出： 

b-nx =士 々7 t，x =士 0. 2 k ( m ) (是= 0，1，2， …）. 

13-21. 两人各执长为 Z 的绳的一端，以相同的角频率、振动方向和振幅在绳上激起振动, 
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于是右行波和左行波在以绳中点为坐标原点时的表达式分别为 

» = Acoa [ a , [ t ~ f ~ : k )]' 

y 2 = Acos [+ + f - 忐) + ?>]• 

合成波 > =+ 3-2 = 2 Acos ($ + I ) cos (以 — 乾 + 号 ) ， 

以下讨论同前. 

13-22. 如图 （ a ) 所示，同一介质中的两个相干波源 A 与 B , 分别位于：=— 1. 5 m 和 
x 2 =4. 5 m 处，振幅相等，频率都是100 Hz , 波速都是 400 m • s — ，当 A 质点位于正的最大位 
移时, B 质点恰好沿负向经平衡位置 .求： 


U 

u— Q P B 

a ?_ b _^ - 9-J-^ ~ Ux— i~r~^ 

-1.5 4.5 工 X U—4.5—I 

习题 13-22 图 （a) 习题 13-22 图 （b) 习题 13-22 图 （c) 


A P B 



习题 13-22 图 （d) 


(1) A 波源的正向波的波动表示式和 B 波源的负向波的波动表 示式; 

(2) Z 轴上 A 、 B 之间因两波干涉而静止的各点的位置. 

解： （1) 已知 v = 100 Hz , u = 400 m • s _1 ， 


a ) = 2 kv = 2007 r(rad • s 1 ) , A = — = 4 ( m ). 

v 

设 A 波源振动的表示式为 

yA = Acos ( a / + 91 ) ， 

由初始条件 i = 0 时 ， ％ = A ，得 cos < p } = 1 , 0 = 0 . 如图 （ b ) 所示，坐标为 j : 的 P 点的振动 
比 A 点落后的时间为，所以， A 波源的正向波波动表示式为 

U 

y + — Acos 200兀[, — 400 ^ j = Acos (2007 r 尤一 - |- 7r ) ( m ). 

设 B 波源振动表示式为 : ys = Acos ( a / + 92 ) ，由初始条件 ： t = 0 时 ，: yu = 0 H - 列 < 0 , u 。 为 
其振动速度，即 ys(t = 0 ) = 0 ,矜可取士号，但因％ < 0 ,故取 p f 如图 （ c ) 所示，坐 

标为: c 的 P 点的振动比 B 点振动落后的时间为 4,5 u ~ X , 所以， B 波源的负向波波动表示 
式为 


200十 


4. 5 一 x 、 
400 > 


写成标准形式为： y-=Acos 200 n ^ t-\- x 二. 5 )+ 晋= Acos (2007^ 十 yx — @) ( m ). 


(2) 解法一：用干涉相消法. 
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值得注意的是，在这两小题中，声源与观察者之间的相对速度是一样的，但频移不同，这是 
由于传播声波必须要有介质.在这两小题中，相对介质来说，声源和观察者的运动情况是不 
同的. 

13-25. 如图所示,一个多普勒测速仪向正在朝它飞来的一个球发出频率为= 1.02X 
10 5 Hz 的声波，测速仪测得的拍频 Av = 0. 30X 10 s Hz ，求球飞行的 
速度.已知声速为 340 m . s— 1 . S 

解:设 球飞行速度为 u , 拍频是从球面反射回来的波和波源直 
接发出的波的频率差.运动着的球先接收到波源发来的波，球为接 
收器，随后，它又作为波源再将接收到的波反射出去.由于观察者和 
波源都静止不动，所以球接收到的频率为 


- U 

::::]@ 


习题 13-25 图 


而测速仪接收到从球面反射的波的频率为 


，十 1 


_ Vo . 


拍频 

得 


△V 


V2 + Vq 




\v 一 u / 
340 X 0. 30 X 10 5 


Vo 


2u 


2 岣 + 厶 1< 2 X 1.02 X 10 5 +0. 30 X 10 s 


43. 6 (m • s _, ). 




- 13-26. 如图所示，一根质量为 m 的均匀杆，放在两个完全相同的轮子上，两轮轴平行， 
轴心相距 2d = 20 cm, 并沿图示方向髙速旋转，杆与轮子间 
的摩擦系数;《 = 0.25, 若杆的重心 C 在开始时接近某一滑 
轮，则杆将在轮子上来回运动，证明杆作简谐振动，并求其振 
动周期. 

解： 取两轮与杆接触点连线的中点 O 为坐标原点，当杆 
的重心 C 的坐标为 J ： 时，由杆在竖直方向的平衡条件可知 



Ni +N 2 = mg , 

Ni (d x) = N 2 (d — x). 

上式中 N , 和 N 2 分别为左轮和右轮对杆的支承力.由①、②两式解得 


① 

② 




在水平方向上，由牛顿第二定律，杆的运动方程为 

Fi — F 2 — n 


d z x 

d ?" 1 


即 
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整理得 


1 —/ JV 2 


y^ x = m ^. 
d df 


替 + f : 


0. 


可知杆作简谐振动，振动周期为 

To = 27 r Vj = 2 tc Vo . 25 °X 9. 8 = L27(s) - 

•13-27. 如图所示，倔强系数为 I 质量为 Af 的弹簧振子静止地放置在光滑的水平面上, 
一质量为;《的子弹以水平速度^射入 M 中，并与之一起运动，以 
m 、 M 开始共同运动的时刻为 t = 0,求体系的固有角频率、振幅和 
初相位. 

解： 子弹射入 M 后，振子质量变为 M + m , 故固有频率为 


k _ 

+ m 

取如图所示坐标系，在碰撞过程中动量守恒，由此可得子弹射入后 m 和 M 的共同初始速度为 



k M 


2邊 


O 

习题 13-27 图 


① 


^0 


mvi 

JVf m 


设振子的振幅为 A , 由机械能守恒，有 


得 


设振动表示式为 


由 

得 t = 0时, 


由⑥式得 


A 


_ /M + m 


Vo 


I ~ m 2 


jo = A cos (a) 0 t + 和 ）， 
t ； = 室 =—o>oAsin (coot + ), 

xq = Acos ^po = 0. 

Vq == coo Asin ^5o 0. 

丄丌 

科 =±y 


由⑦式可判断，％应取正值，故初相位为 


<po 



② 


③ 

④ 

⑤ 

⑥ 

⑦ 
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"13 28. 如图所示，两相干点波源 S , 和&在; r 轴上，其振动方向垂直于纸面（即沿^方 
向），波速« = 100 m • s -' ,波的频率为25 Hz , 两波源相位相反，振幅 
分别为 A , 与 A 2 .试 求： 

( 1 ) 在两波源连线的垂直平分线（即 z 轴）上，干涉极大和极小的 
位置； 

(2) 在两波源连线上 S , 右侧干涉极大和极小的 位置； 

(3) 在两波源连线上 S , 和 S 2 之间因干涉而加强的位賢. 

解:当两列相干波在同一均匀介质中传播时，对任一考察点 

两波的相位差为 习题 13-28 图 


:(叫 



P ?, 

-5 O 

5 x ( m ) 


△沪 12 = 


( 史1 一 矜 ） + ^(r 2 — r,). 


由题意， < p \—< p 2=^,^ = ^- = ^ = 4 ( m ). 

(1) 对 z 轴上任一点， n = r 2 , r 2 — r , =0, A < p ' 2 = n ， 满足干涉极小条件，故在 z 轴上任 
—点， 

A = | A, — A 2 |. 

( 2 ) 对 x 轴上 S : 右侧，有 

n = j : — 5, r 2 = x -\-5, r 2 — r } = 10, 

△9】2 = n ~ = 6 k . 


故: T 轴上 S , 右侧到处干涉加强， 


A = Ai + A 2 . 

(3) 对 x 轴上 & 和5 2 间任一点，如图中坐标为 z 的 P 点， n = 5 — x , r 2 = 5 + a : , r 2 — 
n = 2 x y 


△9?12 = 7T -|- 2tT = 7T(1+ x). 


当 A912 = 2々7 T 时，干涉加强 ， Bp 

7r(l + x) = 2^7T, X — 2k 一 1. 

在区间一 5<: c <5 中 4 只能取 0, 土 1, 士 2, 3,千涉极大的点的位置为: r =± l , 士 3, 土 5. 

- 13-29. —平面余弦波，波线上各质元振动的振幅和角频率分别为 A 和,波沿 x 轴正向 
传播，波速为设某一瞬时的波形如图所示，并取图示瞬时为计时零点. 

( 1 ) 在点 O 和 P 各有一观察者，试分别以两观察者所在地为坐标原点，写出该波的波动 
表示式； 

(2) 确定在 i = 0时，平衡位置相对于 O 分别为 ：r = A /8 和== 3 A /8 两处质元振动速度的 
大小和方向. 

解: ( 1 ) 取点 O 为坐标原点，设 O 点振动表示式为 

= Acos ( oj « 4- <p ) , 
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(30 和时间 （0 的关系曲线.这是不是一种周期运 
动？是不是简谐振动？试分析球的受力情况并 
加以讨论？ 

答： 这是一种周期运动，但不是简谐振动. 

简谐振动的特点是物体受到方向与离开平衡位 
置的位移相反、大小与位移成正比的力的作用， 

即形式上为 F =— fcr 的力，称准弹性力•本题中，球在空中时只受重力作用，是恒力，当碰到地 
面时再加上地面对球的冲力作用，不是准弹性力作用，所以不是简谐振动. 

13-3. 将一个单摆的摆线拉至与铅垂线成？1角处释放，有人说，其振动的初相位就是趴角 

频率就是角速度你认为如何？ 

答：这种说法是不 对的. 在描写简谐振动时，振动位移== Acos ( ajf - I - ^) , ( cot < p ) 为相 
位 # 为 i = 0 时的相位，余弦函数 cos (^+^>=| -，在不同的振动体系中，只要它们的振动相 

位一致就有相同的值，所以相位是决定简谐振动状态的物理量，因而角频率 CO 也就是相位 

的变化速率.而摆线拉到4角时释放，这个 > 是其振动时的最大角度，或角幅值，意义上是根本 
不同的.这种情况下（即 t = 0时有最大幅值）的初相位为零. 

13 4. (1) 图 （ a ) 中 （ i ), ( ii ), ( iii ), ( iv ) 分别表示一弹簧振子在不同初始条件下的 
简谐振动，写出这些振动的表达式，设振动的角频率为 W ，写出它们的初始位移和速度 



o 

思考题 13-2 图 


工0、"^。； 
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思考题 13-5 图 （ c ) 


思考题 13-5 图 （ d ) 


答： （1) 磁针的磁矩 /i 沿轴向，与磁场 B 夹角为沒，磁力矩为 Af = fiX B, M = • B \ sin 

沒丨，当 (9 很小时， Af = \d\ f 力矩 M 总是使 /i 与 B 的夹角变小，即(9>0时， △(?<(); 而沒 
<0时， Z ^>0. 因此可记为磁针受到力矩 Af 作用的转动方程为 




=一 fjBd ， 


即 = o. 


这是一振动方程， 

(2) 小球受到切向力为 一 当0很小时， F, =-mg9 ,切向运动方程为 

d 2 6 


Ft , rnR 話 =— mgd. 


得 


# = 0,式中尺为曲率半径， o> =J^. 


d ^. 

d 右 2 、 v I. “ yj hjj i I mi » «/ — Nr. 

(3) m 受到指向平衡位置的力 F =-2Tsini9«»-27(9, 


d 2 x 

dF 


AT 

~ T X 


0 ^ 

d 2 x , 4T 

dP" + ^7 X 


x li : 


2x 


，故 F =— (4T/Z)x. 


0 为振动方程， 


(4) 设水密度 为…平 衡时船底到水面深度 为心船 的平均面积为 S, 则平衡吋， Mg = 
pgaS. 设船受外界影响（扰动）下降了: r, 则有 


- d 2 x 
d?" 


M -rr 1 = Mg — pgS(a-\- x) pgSx , 


得 g + = o 为振动方程， - = y / W - 

13-6. 图中的正弦曲线是一弦线上的波在某一时刻 t 的波形，其中 a 点正向下运动 ，问: 
(1) 这时波向哪一方向传播？ 
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(2) 图中（6)、 （ c )、（ c /)、（ e ) 各点的运动方向如何？ 

答： （1) 这时波向右传播，所以 a 点向下运动.如图作一个 
下一瞬时的波形图(虚线），立即可以回答问题 (2). 

(2) (6)、 （ c )、 ( d ). ( e ) 均向上 运动. 

13-7. 简谐振动的频率是由体系的动力学性质决定的，介 
质中的波的频率是否也由介质的动力学性质决定？试再从其 
他方面比较简谐振子振动与介质中波动的异、同之点. 

答： 介质中波的频率是由波源的频韦决定的，与介质无关，简谐振子振动是在平衡位置附近的 

往复运动，其总能量守恒，振动速度为 u =智=— Awsin(cut + ( p ) , 与振幅及频率有关；而波动是 

振动在空间的传播，总能量对某质元来说不守恒，动能和势能同相位、同大小，波速与介质有 
关，与所给的初始振幅无关•平面波在介质中传播时介质中每个质元都在作同频率同振幅（设 
无损耗）的振动，只是相位不同，所以两者的表达式类似，只是在波动中相位比波源的振动有一 
定延迟，质元位罝不同延迟的相位也不同. 



思考题 13-6 图 
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一、内容提要 


1. 菲涅耳圆孔衍射为近场衍射. 

(1) 对于圆孔中心轴上某点 P 而言，当圆孔包含有整数*个半波带时， P 点的振幅为 
E p = f 士 * 为奇数取正号,々为偶数取负号 • 

(2) 当圆孔不包含整数个半波带时, £ P 处于上述两者之间. 

(3) 当不存在圆孔时，光自由传播， E p = |>. 

(4) 如为圆盘衍射， P 点为亮点. 

2. 夫琅和费衍射为远场衍射. 

(1) 单缝 衍射： 

设6为单缝宽度为衍射角. 

暗纹中心 6 sin 0 =±nA (/i = l ,2, …）， 

明纹中心 6 sin 6 =士 （2” + l ) A /2 ( w = l ，2, …）， 

中央明条纹中心在 <9 = 0处. 

光强分布 I = J。^sin 9 = ^为屏上离中央亮纹中心的距离. 

(2) 圆孔衍 射:艾 里斑的半径为 0. 61 JX / R , f 为透镜焦距,只为衍射孔半径 • 

角分辨本领 Q = 1/ A 5, 线分辨本领 r , = \/ hy , A 0 为艾里斑的半角宽度 • 

望远镜的角分辨本领为为望远镜直径 • 

(3) 光栅 衍射： 

光栅方程 dsin 0 = tU (ti = 0，士 1，土 2, …）. 

缺级 •• n = n f 所缺级次为 f 的整数倍. 

. sin 2 N 备 
光强 分布 ： 1 = 1。學 - /-• 

$ — 音 

光棚色散： ddyd \ = n/(dcos d .). 

(4) X 光 衍射： 

布拉格 公式： 2 dsin d = nk , d 为相邻两晶面间距 • 

3. 薄膜 干涉： . 

(1) 等厚和等倾 干涉： 
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光程差 △ = 2"” ! - sin 2 i + 舍, i 为入射角. 

厶=姒，明条纹 （* = 1,2,3〜）. 

A = ^ + Y | a , 暗条纹(^ = 0, 1, 2,…）. 

(2) 劈尖干 涉：暗 纹位置 x = 为离开劈尖顶点的位置.相邻条纹间距 L = 

(3) 牛 顿环： r 2 = 2 Rd , r \ — r\- x = RX , 暗环半径 r =»/ kR \ , 是 = 0, 1, 2, … 

(4) 增 透膜： 2 n ' d ' = (2* + l ) I ■，/ = 0, 1, 2, … 

最小 〆 =\/\n , \ < C . n < C . n . 


二、自学指导和例题解析 


本章要点是理解光的衍射和干涉 现象; 理解光波所遵循的惠更斯一菲涅耳 原理； 掌握菲涅 
耳衍射和夫琅和费衍射的规律，学会运用这些规律去解决有关光的衍射 问题; 掌握各类千涉的 
光强分布规律及干涉条纹的特点.在学习本章内容时，应注意以下 几点： 

(1) 干涉和衍射都是光波的叠加形成的，都是光的波动性的表现.“干涉”是指两束或两束 
以上的光波在相遇处电矢量相加，形成相长和相消的现 象；“ 衍射”从字面上讲有“展布”的意 
思，指的是光传播不按直线进行的现象.因此衍射和干涉分别概括了光波性质的两个方面.实 
际上,在大多数显示光的波动性的实验中，都是既涉及衍射现象又涉及干涉现象.例如双缝实 
验,投射到双缝上的光是平行光，但我们把每一个缝都看作向半无限空间发光的发散的光源， 
这实际上就是衍射现象.如果没有衍射，平行光通过每一条缝，分别在屏上成一个边缘清晰与 
缝相同的图像，两束光根本不重叠，便无所谓干涉条纹可言.从根本上讲，通常讨论的干涉和衍 
射都是波的相干叠加的 结果; 但在具体处理问题时，两者又有所不同.当某个仪器将光波分割 
为有限几束或彼此离散的无限多束，而其中每束光又可近似地按几何光学的规律来描写时，通 
常称为千涉.理论计算时，千涉的矢量图解是个折线，复振幅的叠加是个 级数； “衍射”则指连续 
分布在波前上的无限多个次波中心发出的次波的相干叠加，这些次波线并不服从几何光学的 
定律，理论计算时，衍射的矢量图解是光滑曲线，复振幅的 s 加需用积分.实际装置中，两种效 
应往往同时存在，因此干涉条纹的光强分布要受到衍射因子的调制. 

(2) 衍射现象有三个鲜明的特 点：其 一,衍射中光波不仅绕过了障碍物使物体的几何阴影 
失去清晰的轮廓，而且在边缘附近出现千涉条纹;其二，光束在衍射屏上的什么方位受到限制， 
则接收屏上的衍射图样就沿该方向扩展，限制越严，扩展越烈，衍射效应 越强； 其三，当障碍物 
的线度和光的波长数量级相近时表现出明显的衍射现象. 

(3) 光的自由传播和衍射的区别 在于： 光波在传播时的波前是否受到改变或破坏，如果自 
由传播时的波前改变了（无论是遮住一部分波前或在波前处放一个透镜改变波前的相位分 
布），就发生光的衍射，否则就是自由传播.但无论如何，都遵循惠更斯一菲涅耳原理. 

(4) 在单缝衍射中，零级衍射亮纹主极大的中心就是几何光学的像点，利用该特点，可容 
易地找到零级衍射条纹的位置，例如在单缝夫琅和费衍射装置中，如果光源的位置相对于缝位 
发生上移，由几何光学的知识可知，在接收屏幕上的像朝相反的方向移动.因此，屏上的零级衍 
射纹将作同样的移动. 
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(5) 在薄膜干涉中，若来自薄膜上、下表面的两束反射光都有半波损失（《, <« z <« 3 ) 或 
均无半波损失 （《> > n 2 > n 3 ), 则计算光程差时就不必附加 

(6) 在薄膜干涉中，当反射光相干加强时透射光为相干减弱，反之亦然. 

(7) 用白光照射单缝时，屏上中央为白色亮纹，其他各级明纹均为彩色光谱，高级次谱带 
会重叠. 

(8) 两束光波相干 S 加时，整个干涉场的总光能与两束光波独立传播时光能之和相等.这 
是能 fi 守恒定律的表现,干涉只是将总光能重新分配而已. 


例题 


例 H 1 如图所示，在双缝干涉实验中，两缝间距 d = 
0.4 mm , 屏与缝之间距离 L = 2 m . 不考虑衍射效应, 试求： 

( 1 ) 以波长为550 mn 的单色光垂直照射，求屏上第4级 
明纹离中心的距离: c . 

(2) 相邻两条明条纹的间距△: T 是多少？ 

(3) 用白光(波长为 400-760 nm ) 垂直照射时第一级光 
谱的宽度. 



解：（1)由方程 dsin 5= W 及 sin 沒勿 f 可得明纹位 g : 1 = 
第4级明纹为 A = 4,代入上式 


工4 


4 X 


2 X 550 X 10一 9 
— b . 4 X 10一 3 


= 1. 1 X lO _2 ( m ). 


(2) 相邻两条明纹间距为 

“ L 、 2 X 550 X 10' 9 o …、 
^ = ^ = - 0 ： 4~X10" =2 - 75X10 (m >" 

(3) 白光照射时,任一级光谱的宽度为 

— X * - k — A *); 


对于 * = 1, 


△x = 


2(760-400) X IQ " 8 
~0. 4 X 10 -3 


=1. 8 X 10 _3 ( m ). 


例 14-2 波长为 A = 576 run 的单色光，从远处光源发出，穿过一直径为 D = 2. 4 mm 的小 
圆孔，与孔相距= lm 处放一屏幕 ，求： 

(1) 屏上正对孔中心的 P 。 点是亮还是暗？ 

(2) 要使它变暗，屏幕至少要移动多远？ 

解： （1) 用半波带法,光源距圆孔可视为无限远，= 设孔边缘处对应的半波带数为 

1( 参见习题 14-1) 则 


pi = ( D /2 ) z = kr a X , 
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厶工 


AL 

d 


500 X IQ " 9 X 2 
0. 2 X 10 -3 


5. 0 X 10 3 ( m ). 


可见单缝 S 上下移动不会造成条纹间距变化，只引起整个干涉图样的平移. 

例 14-4 在双缝干涉装置中，单色光源的波长为 A = 

550 nm , 两缝间距为 d = 3 mm , 缝与屏相距 L = 3 m . 在缝 
S , 前放一片厚度为 /i = 0.01 mm 的透明介质,介质的折射率 
为 n = 1. 5. 求放上介质后第*级条纹在屏上移动的距离. 

解:无介质时，第 々级条 纹满足 dsin $= W , 即 


d 


X 

L 


kX , x = k 兮 •. 

a 


放上介质后，设第 A 级条纹移至 x ' 处，此时明纹条件为 



得 


△ as <isin (/ + (n — 1 )A = _ 1 )A — kX 

x — 与 [iA — (n — 1 )/ i ]; 

a 


Ax = x — x - - -r (n — 1 )A ； 

a 


代入数值，得第 A 级条纹移动的距离为 

3 


Ax 


3 X 10' 


(1. 5-1) X 0. 01 X 10 -3 =-5 X 10 _3 ( m ). 


Ax 的表示式与々无关，表明加介质片后，全部干涉图样向下整体移动5 mm . 

例 14-5 如图所示，两个平凸透镜半径分别为艮和 R 2 , 试导出图中空气膜形成的干涉 
条纹的明、暗环半径公式，假设平行光沿轴线方向正入射. 

解： 由图中几何关系，对于半径为 r 的干涉条纹，有 


r 2 = R \ - ( J ?, - e ,) 2 = Rl - ( i ? 2 

上式中 和& 分别为两透镜切点到条纹的盡 
et < KRx , 氏，略去 e ? 和 e ! 项，可得 


ez 


Y , 


〜‘， e2 


2 R Z 


空气膜厚度为 


由明纹条件 


e,+e2 = 皆(壳 + 忐). 

〜+音^(總)+舍=从， 



△ 


得明纹半径为 


U2k-\)R^)i 
V 2{R x +R 2 ) 


(灸=1，2, 3， …）. 
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由暗纹条件 

2 4含=- 2 (|^) + 音 = ( 2 走 +1 )1， 

得暗环半径 

r = Jr!'+r 2 (* = 0 ’ 2 ’ 3 , •"). 

例 14-6 用白光（白光所含光波波长范围为400 〜 760 mn ) 照射一光栅，通过透镜将衍射 
光谱聚焦于屏幕上，透镜与屏幕距离为 0.8 m , 

(1) 试说明第一级光谱能否出现完整的不重叠的 光谱； 

(2) 第二级光谱从哪一个波长开始与第三级光谱发生重鲁？ 

(3) 若第二级光谱被重叠的部分长度为 2. 5 cm , 求这光栅每 cm 有多少条刻痕？ 

解： （1) 已知 A = 400 nm , A ' = 760 nm , 设光栅常数为对第 / fe 级条纹有 

dsin < p k = kX , 

<isin < p \ = hX ’ 、 

对第 U + l ) 级条纹有 

<isin ( pk^-i = (k H - 1) A . 

要求 不重叠 ，则应 

sin <p\<i sin 辦 i , 

即 

kX ， 〆 (^ + 1 )A 
T < ~ d ~ ’ 

以 ’ <C ( 务 + 1 )A ， 

代入数值 

760/ fe <400(* + l ). 

只有 A = 1 时上式才成立.由上面推导可知，不论光栅常数如何，第一级，也只有第一级光谱完 
整不重叠. 

(2) 设第二级光谱中波长为; U 的谱线与第三级光谱中波长为 A = 400 run 的谱线发生重 
叠，它们应满足对应同一位 S 处光程差相等，即 

2 A x 3 A v 

得 Ax = X 400 = 600( nm ). 

即第二级光谱从600 nm 波长开始与第三级光谱发生 重费. 

(3) 第二级光谱被重叠的波长范围为 600-760 nm, 设条纹在屏上离中心距离为 X ， 由光 
栅方程 
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得 

上面两式相减，得 


^sin <p\ 2Ai f dsin 史 2 == 2 久 2, 

•予= 2 Ai , d • — 2X2 , 

y -(^2 — 工1) = 2( A 2 — Ai ). 


由此得光栅毎 1 cm 的刻痕数为 


N 


d 


Xz — Ji 

2/( Az — Ai ) 


= _2 J _ 

_ 2~X 80(7. 6-6) X 10 -5 


= l.OX 10 3 (条 • cm -'). 


三、习题解答 


14 1. 如图所示，已知波长为 500 mn 的平面波通过半径为 2. 5 mm 的小孔，小孔到观察 


点 P 的距离为 60 cm, 求此波面相对于 P 点包含多少个菲涅 
耳半波带. 

解： 设小孔的波面相对于 P 点包含有 m 个半波带，由几 
何关系得 


(r 0 +my) = r? + pi , 


A 



习题 14-1 图 




mr 0 X H - — m 2 A 2 . 
4 


由于 A 《 r 。， 上式改为 A mrdA , 得 


左 = 2. 5 2 X 10~ 6 

r 0 A _ 60 X 1( T 2 X 5 X 10— 7 


= 20. 8 as 21( 个〉. 


14-2. 平行单色光自左方垂直入射到一个有圆形小孔的屏上，设此孔可以像照相机光圈 
那样改变孔径 ，问： 

(1) 小孔半径应满足什么关系才能使得此小孔右方轴线上距小孔中心4 m 处的 P 点分别 
得到光强的极大值和极小值？ 

(2) P 点最亮时，小孔直径应为多大？设此光的波长为500 rnn . 

解： （1) 由上题知 ， (ol = mr 0 X , 

当 m = 1, 3, 5 ，…， （2 n —1) 等奇数时， P 点光强为极大值. 

当 W = 2, 4 , 6 ，…， 2 n 等偶数时， P 点光强为极 小值. 

(2) 当 m = l 时， P 点最亮， 

p' = y/r 0 \ — v^4 X 5 X 10 -7 = 1. 414 X 10 _3 (m). 

直径 D — 2 py = 2. 83 mm . 

14-3. 光源距波带片 3 m 时，波带片在距其2 m 处给出光源的像，若将光源移向无穷远 
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(2) P 点条纹的 级次； 

(3) 从 P 点看，对该光波而言，狭缝处的波面可分成的 
半波带的 数目； 

(4) 若 P 点看到的是暗纹，结果如何？ 

解 ： （1) O 点为中央亮纹中心位置.在屏幕上的其他位 
置若符合 6 sin 95= =±1, 士 2, 士 3,…）时，为暗纹位 

置； 若符合 6 sin P = (2 k + \)-^(k =±1, 士 2, 士 3, …） 时， 



为亮纹位置. 依题意，点为亮纹所在，而 


因此得 


sin <p 



2bOP _ 2^X0. 6 X 10 -3 X 1. 4 X 10 -3 _ 4. 2 X 10 -6 
(2^ + 1)/ (2/fe+1) X0.4 2k+ 1 


在可见光范围内，只有 A = 3, A , = 600 nm 和 A = 4 ， A » = 467 mn 符合上式，所以，入射光的波 
长可能是600 nm 或467 nm . 

(2) 从上面计算可知,对应于 600 rnn 的光波，是第三级明条纹,对应于 467 run 的光，是第 
四级明条纹. 


(3) 由 6 S _= (2* + 1)|•知， （2 A + 1) 为所对应的半波带数，故对于 A , = 600 run 的光, 

2^ + 1 = 7, 为 7 个半波带，对 A 2 = 467 nm 的光， 2/fe + l = 9, 为 9 个半波带. 

(4) 由暗纹公式得 


、— bOP _ 0. 6 X ltr 3 X 1.4 X 10 -3 2. 1 X 1( T * ,、 

a = TT = - o^k - = — k ^ (m) - 

在可见光范围内，解得 A , = 700 rnn (对应 A = 3 ) , A 2 = 525 nm (对应 * = 4 ) , A 3 = 420 nm 
(对应 k = 5). P 点为暗条纹，所以狭缝处的波面可分为 2 A 个半波带，上述三个波长的光波分 
别对应于狭缝可分为6、8和10个半波带. 

14 6. 今有白光形成的单缝夫琅和费衍射图样.若其中某一光波的第三级明条纹中心和 
红光 （A = 600 rnn ) 的第二级明条纹中心重合，求该光波的波长. 

解： 对红光的第二级明条纹，观察点看到奇数个波带. 


6sin 9?2 — ( 2k "|~1) — = 5X-~- {k = 2) , 

对波长为 A ' 的第三级明条纹，如 in 灼= (2 X 3 + 1)^ = |^, 两条条纹重合，即矜=妁，因 

此吾 A = Y A， * 

A’ = +A = + X 600(nm) = 428. 6(nm). 


14-7. —光栅宽 2. 0 cm , 共有 6 000 条缝，今用 A 为 589. 3 nm 的单色光垂直入射，问在哪 
些衍射角位置上出现主极大？ 

解： 光栅常数 d = 2 =3.3 XlO - 6 ( m ) , 
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由光栅公式 dsin tp = kk ,{k = 0, ± 1 , 士 2 , …）得 

^ I • kX • 589 .3 X 10 9 k 〆 r \ n o 

■fTT 射角 = arcsin -j = arcsin 3 3 x 10 -« > 9 < 90 • 

在史角的允许范围内 ， * = 0, 士 1, 士 2, .， •，士 5, 对应于主极大的衍射角^为心 ±10. 3°, 
±20.9°, ±32.4°, 土 45. 6 °, ±63.2°. 

14 8. 在夫琅和费双缝衍射中，入射光波长为480 run , 两缝中心的距离 d = 0. 4 mm , 缝 
宽 6 = 0.08 mm , 在双缝后放一焦距/ = 1.0 m 的透镜 ，求： 

( 1 ) 在透镜焦平面处的屏上,双缝干涉条纹的间距 Ax ; 

( 2 ) 在单缝衍射中央亮纹范围内的双缝干涉亮纹的数目. 

解：（1)双缝干涉亮纹公式为 ^sin cp = kX , 


smcp = y < 

x 为屏上离中央亮纹中心的距离，由两式得干涉条纹间距为 


Ax = 




1 X 480 X 10 ~ 9 
0. 4 X 10 -3 


= 1. 2(mm). 


( 2 ) 单缝衍射暗纹位置满足 b & \ ncp ' = k '\. 

衍射的中央亮纹宽度即第一暗纹（ 〆 =士 1 ) 所包含的宽度，对应的衍射角为 


sin tp 



480 X 10 ~ 9 
0.08 X 10 ' 3 


= 6 . 0 X 10 -3 , 


屏上对应的位置为 x «= /sin / = 1.0 X 6. OX Hr 3 = 6.0 X 10- J ( m ). 



这表示中央亮纹两边各包含 5 个干涉条纹，但由于 f = = 5, 缺第五级，故在单缝衍射中 

央亮纹范围内双缝干涉亮纹的级次为々= 0, ±1, ±2, ±3, 土 4, 共计 9 条亮纹. 

14-9. 一束 400-700 nm 的平行光垂直地射到光栅常数为 2 pm 的透射平面光栅上，在光 
栅后放一物镜，物镜的焦平面上放一屏，若在屏上得到该波段的第一级光谱的长度为 50 mm, 
问物镜的焦距为多少？ 

解： 由光栅方程， dsin6i = 姒，对第一级光谱 ， k = I ,该波段最短和最长的波长分别为 
Ai =400 nm 和 A2 = 700 nm , 分别对应于衍射角沒 1 和 ft . 

^ Ai 400 X 10 一 9 „ 0 ^ c>l o 

Smft = 7 = 2 X 10- 6 - n . 54 • 

n A2 700 X 10 -9 A oc _ Or \ A o ° 
sm e 2 = 1 = 2X 10 _ 6 - = 0.35, ft = 20.49 . 


该波段的第一级光谱长度为 Ax = 50 mm, △: r =/(tan ft — tan 汍 ）. 


所求焦距为 


f 


Ax 


50 X 10~ 


50 X 10" 3 


tan 0 2 — tan d\ tan 20. 49 — tan 11. 54 0. 37 — 0. 20 


0. 29( m ). 


14-10. 波长为 500 nm 的单色平行光束入射到直径为 10 cm 的望远镜物镜上，物镜的焦 
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距为 150 cm, 问物镜焦平面上得到的衍射花样中央亮斑的半径等于多少？ 

解： r = 1. 22吾/ = 1. 22 X :以。 0 : X 1. 5 = 9. 15 X l(T s (m). 

14-11. 一个人看到远方一辆汽车上的两盏车灯恰好可以分辨，此人眼睛瞳孔的孔径是 
5 mm, 灯光波长 A = 550 nm, 如果已知两灯相距 1. 2 m, 试 
估计汽车的位置与人相距多远？ 

解： 瞳孔直径 D= 5mm, 人眼的最小分辨角为 

8cp= 1.22^, 习® 14-11 图 



汽车两灯间距 1.2 m , 当车与人相距为时，两车灯对人眼的张角为 
当 Sp = S9 / 时，眼恰好可分辨这两盏灯，所以 


得 



5. 0 X 10 ~ 3 X 1. 2 
1. 22 X 550 X 10 _ 9 


= 8 . 94 X 10 3 ( m ). 


14-12. X 射线入射到氯化钠晶体上，与晶体表面平行的晶面族的面间距为 0.3 run , 当光 
束从法线转过60°时，在表面的反射光方向观察到第一级布拉格反射，问 X 射线波长是多少？ 
解: 由布拉格方式， 2 dsin 6 = mX , d = 90° — 60° = 30°, m = 1 ， 得 

A = 2 X 0. 3 X sin 30° = 0. 3( nm ). 

14-13. 在双缝干涉装置中，若将一肥皂膜（ n = 1.33 ) 放入双缝中一条缝的后面的光路 
中，当用波长为 589. 3 rnn 的光垂直照射双缝时，千涉条纹的中心极大（零级）移到不放肥皂膜 
时的第三级极大处 ，问： 

( 1 ) 放入肥皂膜后，条纹向哪个方向移动？ 

( 2 ) 肥皂膜的 厚度. 

解： 设肥皂膜厚度为在一狭缝后放置肥皂膜后，由该缝发出的光的光程将增加 


nt — t = (ti — l ) f . 


( 1 ) 由于这一附加光程，条纹向有肥皂膜的一侧移动，即若肥皂膜在中心线下面，则条纹 
由屏的中心往下方移动. 

(2) 由于中心极大移到不放膜时的第三级极大处， ( n - l ) t =3 X , 得膜厚 


3 A = 3 X 589. 3 X 10 ~ 9 
n — 1 1. 33 — 1 


= 5. 4 X 10*( m ). 


14-14. 如图所示，波长 A = 680 nm 的光垂直照射到长 L 为 
20 cm 的两块平面玻璃上，这两块平面玻璃一边互相接触，另一边 
夹一直径 d 为 0.05 mm 的细丝.两块玻璃片间形成了空气楔，问在 
整个玻璃片上可以看到多少条亮条纹？相邻干涉条纹的距离是 
多少？ 



习题 14-14 图 
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(2) 如果两组条纹间距分别为 A = 0.50 mm 和= 0.30 mm, 这表示 G 2 的加工除了长 
度有误差外还有什么不合格？ 

解：⑴劈尖夹角 = |j = 2 f 0 3 5 X Xl ^ = 5 . 893 X 10_,(rad) - 

上式中△为相邻两条纹对应的高度差.设 G 2 高度差为 < 由图中已知 G,、G 2 水平间距 L 
为 5. 0 cm, 则 

d - Ltan d ^ Ld = 5. 0 X 10 _z X 5. 893 X 10~ 4 = 2. 947 X 10~ 5 (m). 

(2) 若 A 则表明平面玻璃和 Gh G 2 表面所形成的夹角不同，因此这两者除了存在 
长度差外，还表明 G 2 的两表面不平行. 

14-18. 如图所示，在工件表面上放一平板玻璃，使其间形成空气劈，以单色光垂直照射玻 
璃表面，用显微镜观察干涉条纹，由于工件表面不平，观察到的条纹如图所示.试根据条纹弯曲 
的方向，说明工件表面上纹路是凹的还是凸的？并证明纹路深度或高度可用下式 表示： 



解： 同一干涉条纹对应于劈尖中空气层的同一厚度.条纹向劈尖尖端弯曲处的空气层厚 
度与条纹直线段对应的空气层厚度相同，故该处出现凹纹.相邻二条明纹间隔为6,则 

frsin 0 = 

图 （b) 中虚线代表凹纹底部所在，由图 （b) 可得纹路深度为 

H = asin 6 — - j - ' 各. 

0 2 



习题 14-18 图 （a) 习题 14-18 图 （b) 

1419 . 白光垂直照射到空气中一厚度为380 mn 的肥皂膜上，设肥皂膜的折射率为 
1.33, 试问该膜的正面哪些波长的光干涉极大？背面哪些波长的光干涉极大？ 

解： 从肥皂膜两表面反射的两条光线的光程差为 

2nd + y = W (々 = 1，2, 3，…） 

时反射光干涉得极大，由此解得相应波长为 

A _ 2^1' 
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透镜时，从上方观察可以看到干涉条纹 ，求： 

(1) 明暗条纹的形状和 位置； A 

(2) 若平凸透镜稍向左倾斜，干涉条纹有何变化？ 

解： （1) 由图示几何布局，干涉条纹当为同心圆状，设 B 
透镜在半径为 r 处的空气薄层厚度为则 



d, = rtan <p , 

① 

因为 93 很小，则 



此处光程差为 

d ^ r<p. 

② 


A = 2 d + 合 = 2 r 9>+ 含， 


当 

A = (是 =1, 2，3,…） 


时，出现亮条纹，即 

2rcp J t^- = kX, 

③ 


r = {2k-l)X/\<p (走 = 1，2, 3, …）. 

④ 

上式为出现亮条纹对应的半径，当 



△ = 2，+ 音=(2* + 1)含 


时，出现暗条纹，即 

r — kX/2<p. (k = 0 9 1, 2, …） 

⑤ 


为暗条纹半径.可见干涉图样的中心处为暗斑. 

(2) 若平凸透镜稍向左側倾斜，则左侧右侧％，由④和⑤两式可知，左侧明暗条纹变 
稀疏，右侧条纹变密. 

. 14 - 25 . 如图所示，一半径很大的柱面凹透镜盖在一块平玻璃板上形成空气薄膜，今用波 
长 A =500 nm 的单色光垂直入射，中央空气膜的厚度为心= 

8.875 X 10 _IS m , 求： 

(1) 反射方向总共能看到几条亮纹？ 

(2) 若把柱面凹透镜向上作微小平移,干涉条纹有何变化； 

(3) 若从透射方向看，能看到几条亮纹？ 

解： （1) 从反射方向看，在空气膜的最大厚度心处，由空气膜 

上、下表面反射的光的光程差为 

△ = 2 A 。 + + . 

亮条纹满足 △ =鉍= 1, 2, 3,…），所以 

2h 0 +j- = kX, 



习题 14-25 图 



习题 14-24 图 
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可看到的亮条纹数为 

2/6 —1 = 2 X 36 — 1 = 71( 条）. 

(2) 当凹透镜向上作微小平移时，和未平移前有相同厚度的空气膜位置向外扩展，因而所 
有条纹都向外移动. 

(3) 从透射方向看，两束透射光的光程差最多为 

A = 2/i 0 , 

由亮纹条件 

A = 2ho = 是 ' 又， 

得 

, = 化 = _2 J <8.875 

A 500 X 1 CT 9 ' 

能看到的 ft 高级次为 〆 = 35，因 〆 = 0为边缘处，也是亮条纹，故共可看到亮条纹数为 

2(^ + 1) = 2(35 + 1) = 72( 条） • 


四、思考题解答 

14 1 . 用半波带法讨论菲涅耳圆孔衍射时，已知第 m 个半波带在观察点 P 产生的振幅 

A m oc/(ff m ) ^ ，其中 是第 m 个半波带的面积,是它到 P 点的距离，试 证明： 
r m 

是与 m 无关的常量. 

证： 考虑图中球冠的面积 

S H = 2nRh = 2nR 2 ( 1 — cos a). 

对 amsp 应用余弦定理，得 

R 2 + (R + r 0 ) 2 - 
COSa 2l?(J? + r 0 ) • 

分别取以上两式的微分： 


dSfl = 2nR 2 sin ada, 

① 

1 rdr 

smadar R ^ R + ra y 

② 


②式代入①式，得 
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因波长，可把上式中的微分办看成相邻半波带间 r 的差值 A /2， dS B 看作半波带的面 
积 AS „ ，于是得 


AS- _ 2 n R A _ nRX g) 

r „ R+r 0 2 R + r 0 ' ^ 

可见， △ SVg 与 / n 无关,对每个半波带都一样，所以对于给定的波长及光源、圆孔和 P 点的位 
置，厶 S „ yr m 是常量. 

14-2. 如图 ( a ) 所示，在菲涅耳圆孔衍射中，如果观察点不在光源和圆孔的中心连线上，而 
是偏 向一边 ，如图中的^点，则从 P ' 点观察，圆孔中露出的半波带是什么样子的，在观察屏上 
的衍射条纹是什么形状的？ 




思考题 14-2 图 （ b ) 


答：如图 （ b ) 所示，在 P ' 点观察时，同样以 P ' 为中心作菲涅耳半波带，这时半波带的中心 
应在 S ， 直线上，半波带中心和圆孔中心不重合.随着 P ' 点从 P 点横向移开，露出的波带逐渐 
偏离中心， P ' 点的亮度视由其观察圆孔露出的半波带情况而定，由于衍射孔是圆形的，以 
为半径的圆周上的任一点对于 P 点是中心对称的，结果在观察屏上形成以 P 为中心的环形衍 
射条纹. 

14-3. 在菲涅耳圆孔衍射中，可以制造一种能遮挡住偶数半波带的部分透明板（波带片）， 
让奇数半波带透光，则 P 点的振幅： LT , = ai + a 3 + a s +… 

由于波带片挡住了一半光波，光能量的利用率就减低了一半,有什么方法可以提高光的利 
用率？ 

答： 在波带片原来不透光的环形面积处用一层透明的薄膜代替，适当控制其厚度，使通过 
膜的光波的相位增加 I 这样，对于式 


U p =a\ —a 2 +a 3 ~a* H — 

中偶数波带在 P 点的振动的振幅都改为正号（这里正、负号是由于相邻半波带相位差 k 引起 
的，现带负号的这部分光的相位增加 7 C , 符号遂与奇数半波带一致，为正），结果 P 点光强大大 
增强，充分利用了入射光的能量，这种波带片称为相位波带片. 

14-4. 菲涅耳衍射和夫琅和费衍射有何区别？ 

答： 菲涅耳衍射是近场衍射，光源、衍射物、屏三者之间距离较近•夫琅和费衍射为远场衍 
射,光来自无限远，入射光为平行光，亦可用透镜装置缩短距离.因此，两者衍射结果不同.例如 
菲涅耳圆孔衍射，当观测屏的距离向圆孔不断靠近时，屏中心交替出现亮和暗；而夫琅和费圆 
孔衍射，在屏中心出现的总是亮斑一艾里斑. 

14-5. 用单色光做单缝衍射实验时，为什么当缝的宽度比单色光的波长大很多或小很多 
时，都观察不到衍射条纹？ 

答： 由单缝衍射暗纹条件 ，6 sin 0 = AA , 
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sin 0 = k • 

b 


当时，各级衍射条纹的衍射角都很小，所有条纹都几乎与零级条纹堆在一起，以致衍射 
图样根本分辨不清，从而显示出直线传播特征. 

当 A 时,衍射角非常大，以致看不到第一个极小值，只能看到屏上近似均匀的照度. 
14-6. 试详细讨论双缝衍射.当双缝间距^不变，单缝宽度6变粗时，图样有何变化？当6 
不变， d 变大时，又如何？ 


答： 双缝衍射的光强分布 COS 2 音， 
式中 C 0S 2 "| ■是光强相同的两束光产生的干涉图样的 

光强分布函数，表示宽为6的单缝衍射的光 

强分布函数，称为衍射因子，它对干涉条纹的强度分 
布起调制作用. 



思考题 14-6 图 


对衍射部分 



7r6sin 6 


=士 7 T 时,为第一极小. 


① 


对干涉部分音==^^=±1■时，为第一极小. 


② 


若 d 不变,6变大，则由①式， 6 si n e =± A , sine 变小，即第一极小的位置收缩，而第②式干涉条 
纹图样没变，因此在衍射的中央极大中所包含的干涉条纹数减少.若 d 变大而6不变，则由干 
涉引起的 sind 变小,干涉条纹变窄，衍射的中央极大范围不变，则它所包含的干涉条纹增多. 

如图，干涉条纹间距为 Ax = ^ ，单缝衍射第一极小到中心的宽度为 x = f - ，其所包含 


的干涉条纹数为” = ■^ = I . 

Ax 0 

14-7. 若用两个细灯丝分别照射双狭缝,可否看到干涉条纹？为什么？ 

答： 两个灯丝发出的光不是相千光，因而不会产生干涉条纹. 

14-8. 在牛顿环装置中，若在平凸透镜与平玻璃板间充满折射率为 n = 1. 60 的油液，这时 
干涉条纹会发生什么变化？（玻璃折射率为 n = 1.5 ) 

答： 如图 （ a ) 所示，若平凸透镜与平板间为空气,则从凸透镜下表面反射的光无半波损失, 
而从平板玻璃上表面反射的光有半波损失，两反射光之间附加了半波长光程差，因而中心为暗 
点.若把 n = 1.6 的油液充满两透镜中间（图 （ b )), 则因 n = 1.6 > 1.5 ，凸透镜下表面反射的 
光有半波损失，而从玻璃平板上表面反射的光无半波损失，两束反射光仍附加半波长光程差， 
所以中心仍为暗点. 


” i 了 1.5 


w = 1.0 




思考题 14-8 图 ( a ) 




= 1.6 


-1.5 


思考题 14-8 图 (b) 


但由于两束光的光程差 △ = + | = 姒时得亮条纹，即 2 W = ( k -^) X 9 而牛顿环半 
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径 r 2 = 2 Rd = (k — " lOAR / n ， 即 



和原来 n = 1相比•变小，条纹变密. 

14-9. 在双缝干涉中，若把其中一个缝封闭，并将一平面反射镜放在两缝的垂直平分线 
上，如图所示,则屏上干涉条纹有何变化？（干涉条纹的间距、区域、亮纹和暗纹的位置） 


S, 


S 2 

//////////// 

1 挡板 反射■镜 


屏 


幕 


思考® 14-9 图 （ a ) 



思考题 14-9 图 （ b ) 


答： 如图 （ b ) 所示，若遮住缝 S 2 ，则由几何对称关系知，从缝\发出的光经平面镜反射后 
的虚像位 S 正好在原来的 S 2 处，就好像另一束光是从 S 2 发出的.这时屏上的光一部分是直接 
由 S , 发出的，另一部分是 WSi 发出后经平面镜反射后到达屏上的，这两束光来自同一光源， 
是相干光，但因反射光的区域只在上半部分，故干涉条纹区域比真正双缝干涉的情形减小.从 
光路图看，虚光源的光程与实光源 S 2 —致，故干涉条纹间距不变,只是最小的干涉条纹级次不 
为零.另外，由于反射镜上反射的光有半波损失，致使双缝干涉的亮条纹位 置处变 为暗纹，原来 
暗纹处变为亮条纹.定量讨论见习题’ 14-23. 






第十五章光的偏振 




一、内容提要 

1. 光的偏 振态： 

(1) 自然光 :光矢 量的振动具有随机性，可分解为两个振幅相等、振动方向相互垂直、没有 
固定相位关系的光振动. 

(2) 偏振光 :光矢 M 可看成是两个同频率、互相垂直、有固定相位差的振动的合成.当偏振 
光沿 Z 轴方向传播时，电场强度矢量可写成 

E x = A x cos (cot — _) ， 

Ey = Ay COS (^Wt — +<5), 

5 为两个振动的相位差. 

当5 = h , u = 0, 士 1, ±2,…）时，合成光为线偏振光. 

当 A , = A ，且8= (2 A + 1) | •时，合成光为圆偏振光，光矢量端点的轨迹为圆. 

当关 A , , 时，合成光为椭圆偏振光.光矢量端点的轨迹为椭圆. 

(3) 部分偏 振光: 是自然光和偏振光的混合. 

2. 马吕斯定律 l=I 0 cos 2 G. 

偏振度 P = 

3. 布儒斯特定律 tan £。 = — = n 2l . 

«i 

4. 单轴晶体的双 折射： 

光通过各向异性的单轴晶体后分为两束光，见下表. 


寻常光 ( O ) 

非常光 ( e ) 

U ) 符合折射定律 

一般情况下不符合折射定律 

( b ) 光矢 S 振动垂直于自己的主平面 

光矢量振动方向平行于自己的主平面 

( c ) 折射率 TI 和传播速率 U 沿各方向相同 

沿光轴方向上，》、 n 与 o 光相同，垂直于光轴方向 
上, n ,, tv 与 o 光不同， n , 称为主折射率，与 o 光的折 
射率相差最大 

( d ) 点光源在晶体中的0光波面为球面 

e 光波面是在光轴方向外切（负晶体）或内切（正晶 
体)于0光波面的旋转椭球面 


. 偏振光的 干涉: 
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设如图 15-l(a) 所示,在两块偏振片 P, 、朽之间有一块厚为 d 的波片. 

当 P, 、朽的透振方向垂直时，若满足 0= 45° ，且（” 。一 = (2A + 1) f U = 0, ± 1, 

士 2, … ） 得到干涉相长，视场最亮为的透光方向与波晶片光轴之间的夹角，如图 15-1 
( b ) 所示. 

(»o — n t )d =姒 （* =士 1, 士 2,…），得干涉相消. 

当 P ,、 P 2 的透振方向平行时，若0= 45°，出射光强的干涉情况和上述情况互补.如5关 
45°, 则出射光强均不为零，如图 15-l(c) 所示. 



⑻ ( b ) ( c ) 

图 15-1 偏振光的千涉 


6. 旋 光性： 

入射线偏振光沿光轴传播时偏振面旋转的角度 d=ad ,a = n ( n,.- nR )/A 为旋光率, c / 为 
材料厚度， o >0 为右旋， a < 0为左旋. 

二、自学指导和例题解析 

本章要求了解光的各种偏振状态和各种产生偏振光的方法，了解用偏振片和波晶片检验 
光的偏 振态; 掌握马吕斯定律和布儒斯特 定律； 了解光在单轴晶体中的双折射现象，掌握惠更 
斯作 图法； 了解偏振光的干涉现象及应用，了解旋光现象及应用.在学习本章内容时，要注意以 
下 几点： 

(1) 自然光可分解为两个振幅相等、振动方向互相垂直、相互间没有固定相位关系的线偏 
振光.让自然光通过一个透振方向垂直于光传播方向的起偏器和一个波晶片，出射光包含两列 
振动方向互相垂直、频率相同、有固定相位差的线偏振光，从而可以是椭圆偏振光、圆偏振光或 
线偏振光.值得注意的是这两种线偏振光成分尽管沿相同方向传播，却并不会发生干涉，因其 
振动方向互相垂直.如果在两块偏振片之间插入- -炔厚度为 d 的波晶片,三个元件表面彼此平 
行，这样出射光就是两列频率相同、有固定相位差而且振动方向平行的线偏振光，就会产生干涉. 

(2) 关于布儒斯特定律，要注意的是，当自然光以布儒斯特角入射时，反射光是全偏振的， 
但折射光是部分偏振光,只是这时折射光的偏振度达最高. 

(3) 晶体的“光轴”不是指一条直线，而是指晶体中的一个特定方向，当光线沿这个方向传 
播时◦光和 e 光不分开，即它们的传播速度和方向都一样. 

(4) 光线在晶体中传播时，只有入射面与主截面重合时, e 光和0光才都在入射面内，两者 
振动方向互相垂直,若入射面与主截面不重合, e 光一般不在入射面内. 

(5) 主截面的定义是光线入射晶体表面时，此表面的法线与晶体的光轴组成的平面.因此 
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对同一晶体来说,光线入射不同的表面，主截面也不同. 

例题 

例 1 S -1 —束部分椭圆偏振光沿着 Z 方向传播，通过一个完全线偏振的检偏器.当检偏 
器的透光方向沿 y 轴时，透射光强度最小，其值为 L ,当透光方向沿; r 轴时，透射光强度最大， 
其值为 1.5 /。. 试求： 

(1) 偏振器透光方向与 x 轴成0角时，透射光强度如何？ 

(2) 若使原来的光束先通过一个1/4波片，而后再通过检偏器，且使 | 波片的光轴沿着 ; r 

轴方向，则当检偏器的透光方向与 x 轴成 30° 角时，透过的光的强度最大，试求出此最大强度， 
并求出入射光强中非偏振成分的比例. 

解： （1) 部分椭圆偏振光即光束中包含椭圆偏振光与自然光两种成分，设自然光沿 x 轴 
和 J 轴的光强分别为/„和则 C L • 又设椭圆偏振光沿: c 和: y 轴的强度分别为 

込和、，据题意有 

/« + ^cr=1.5/o, ① 

=/ 0 . ② 

如图 U ) 所示，当偏振器透光方向在任意方位时，根据马吕斯定律可得 



i 波片 检偏器 

例 15-1 图 U ) 例 15-1 图 （ b ) 


1 ( d ) = 1. 5/ 0 cos 2 ^+ / 0 sin 2 ^. ③ 

(2) 按题意，: T 、 J 轴分别为椭圆长、短轴.现让光先通过 

+波片 ，且 f 波片光轴与椭圆的长轴重合，如图 （ b ) 所示，因 

而使椭圆偏振光转变为线偏振光.已知当检偏器的透光方向 
与 X 轴成30°角时，透过的光强最大，由图 ( C ) 可知,椭圆在 X 、 
J 轴上的振幅 Az 、 Aj 应满足下面关系： 

尧 = 7? =1£1113 。° = 如 



例 15-1 图 （ C ) 


得 /« = 34, ④ 

④式代入①和②两式，解得 


/„ = 0. 75/ 0 , /«, = 0. 251 0 , J . = 0. 75/ 0 . 
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于是可得透过检偏器的最大光强 （ 0 = 30° 角时）为 

1 職 = I a ley Iu = I - 757 0 . 
因此入射光强中，自然光 ( 非偏振光)成分的比例为 


2 L 

1. 5/ 0 + h 


1. 51 0 
2757 ^ 


— 60 %. 


例 15-2 如图所示，由折射率为； 2 的两块相同的直角玻璃棱镜之间夹有折射率分别为 „, 
和阶的两层介质，且有 ” 丨 >n>n 2 ，单色光波长为 A , 垂直于棱镜表面入射，试 求： 

(1) 要使两层介质的界面上反射的光为线偏振光，玻璃与介质折射率间应满足怎样的 
关系？ 

(2) 为使 A 、 B 两界面 ( 见图 (c)) 反射的光得到干涉加强，折射率为的介质的厚度为多少？ 



例 15-2 图 （ a ) 例 1 S -2 图 （ b ) 

解： （ 1) 图 （ b) 为图 （ a) 的局部放大 • 光线垂直于棱镜表面射向介质 1 时，入射角为 i == 
45 °, 因〜 /”#1 ，即不满足 taiW = & ，因而反射光是部分偏振光.由折射定律 

71 



wsin i = n\ sin i\ , 


为使第 1 、 2 层介质的界面反射光为线偏振光，必须满足布儒斯特定律，即 


即 

得 

由①式有 


即 

由③、④两式解得 


tan i\ 


nz 


sin 一 ri 2 

^/1 — sin 2 ij * 

n 2 


sin “ : 


^/n\ -\~n\ 


nsin -r = ni sin i x , 


sin ii = —sin -j-= 夺」 
rii 4 2 n 


n\n 2 




+ n \, 


① 

② 


③ 


④ 
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(2) 设第一种介质的厚度为 A ,当入射光以£ = 45°入射〜界面 A 时, A 、 B 两个界面反 
射光的光程差为 


Ai = W) (DF + FG ) ^ n • DE + 
d x 


A _ 


2ni DF 一 n ■ 2d\ tan “ sin i + 


A 

T 


-2ri\ 


cos t! 


n • 2di • tan i\ • —sin £i + ~ 


S (1_sin2 “ ) +1 = cos i, + 全 


= 2d, Vn]~n 2 sm 2 i5° + ^ = 2d,^n\ - j-n 2 + j-. 


要使干涉加强，应满足 


由此得第一种介质的厚度为 


△ 】 = 奴（是 =1 ， 2 ， 3 ,…）， 


d \ — 卜- j )"2 士? — yn 2 = ( k ~ ~~ 2 " 2 (* = 1，2，3,…). 

例 15-3 在双缝干涉实验装置的两狭缝后各放一个偏振片. 

(1) 若两偏振片的偏振化方向相互垂直，单色自 
然光入射后在屏上是否有干涉条纹？ 

(2) 若两偏振片的偏振化方向相互平行，光强为 

h 的单色自然光入射到每一条缝上，是否有干涉条纹 
产生，光强分布如何？ /o ": 

(3) 若在 （1) 中的一缝后，紧贴偏振片再放一片光 
轴与偏振片透光方向成45°角的二分之一波片，如图 - 
所示，干涉条纹又有何变化？ 

解： （1) 因通过两偏振片的线偏振光的振动方向 
互相垂直，两光束相遇对应于相互垂直的振动合成， 

不产生干涉条纹, S 加结果为椭圆偏振光. 

(2) 通过两偏振片的线偏振光的振动方向平行，两束光满足相干条件，光程差的计算仍和 
一般双缝干涉一样,干涉条纹的位置和宽度不变，但因自然光通过偏振片后光强减半，因此干 
涉条纹的光强也减半，即通过偏振片后光强为 



亮纹中心光强为 


I , 




J 中心 = 4Ji = 21 。 


I = 2I 0 cos 2 —. 


干涉条纹光强分布为 
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其中 

S = 2-Kdsm djx 

为两条出射光线间的相位差. 

(3) 在 （1) 中的 一缝后 紧贴偏振片加一光轴与偏振片透光方向成6 = 45°角的二分之一波 
片，出射光仍为线偏振光，但振动方向转过25 = | -角，这样出射线偏振光的振动方向又互相 

平行,在屏上产生干涉条纹，干涉情况与 （2) 相同. 

例 15-4 用方解石割成一个正三角形棱镜，其光轴与棱镜的棱边平行，亦即与棱镜的正 
三角形横截面相垂直，如图 （ a ) 所示，今有一束自然光入射于棱镜，为使棱镜内的 e 光折射线平 
行于棱镜底边，该入射光的入射角 :应为 多少？另在图中画出 o 光的光路.已知〜= 1.49 , 
w 0 = 1. 66. 



例 15-4 图 （a) 例 15-4 图 （b) 


解： 在正三角形棱镜内， e 光平行于棱镜底边，因此 e 光的折射角 r = 30° , e 光传播的方 
向垂直于光轴，在纸平面上 e 光波面的截面为半圆，入射角满足 条件： 

sin i ― n e sin r = 1. 49 X sin 30。 = 0. 745, i = 48°10 ， . 

对寻常光(◦光 ） ，可应用折射定律，有 

sin r 0 = ^ = q . 449, r 0 ― 26。40’. 

n 0 1. bo 

设 o 光射到三角形棱镜另一侧面的入射角为£。，如图 （ b ) 所示，由图示几何关系可得 

to = 60° - r 0 = 60°-26°40' = 33 o 20 , . 

此角小于 o 光的全反射临界角 （37°), 不会发生全反射，因而可画出 o 光的光路，如图 （ b ) 所示， 
其振动方向在纸面内. 

三、习题解答 

15-1. 在两块偏振化方向相互垂直的偏振片 P , 和之间插入另一块偏振片 P 2 , 光强为 
J 。 的自然光垂直入射于偏振片厂，试求 ：转动 P , 

P 2 时透过朽的光强/与 P , 、 P 2 透振方向之间 
的夹角 I ?的关系. 1。 

解： 如图所示，各偏振片只允许和自己的偏 
振化方向相同的偏振光透过，设透 过巧、 P 2 、 

习题 15-1 图 
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P 3 的光强分别为 h 、 h 和自然光透过 R 时光强减半 ， h = fl 0 . 

当朽和巧的透振方向间的夹角为0时，由马吕斯定律有 

I 2 = I X COS 2 d = -y/oCOS Z tf , 

J = izcos 2 (j _ 0) = 皆 iocos 2 0cos 2 (晋一 5) = 音 iosin 2 2fl. 

15-2. 水和玻璃的折射率分别为 1. 33 和 1. 50. 当光由水中射向玻璃而反射时，布儒斯特 
角为多少？当光由玻璃射向水中而反射时，布儒斯特角又为多少？这两个布儒斯特角的数值 
之间是什么关系？ 

解： 光由水 ( A ) 中射向玻璃 ( n 2 ) 时， 

布儒斯特角为 ioi = arctan (^) = arctan (|^||)= 48. 4°. 


光由玻璃射向水中时， 


i'oz = arctan(f) = arctan(^~||)= 41.6。 


这两个布儒斯特角互为余角. 

15-3. 一束由自然光和线偏振光混合的光垂直通过一块偏振片时，透射光的强度取决于 
偏振片的取向，已知最大光强是最小光强的4倍，求入射光束中两种光的强度与入射光总强度 
的比值各为多少？ 

解： 设入射光中自然光强度为 I 。,，线偏振光强度为 L ，无论偏振片取向如何，自然光通过 
偏振片后的光强都是 

h — • ① 

当线偏振光的光振动方向与偏振片的偏振化方向平行或垂直时，透射线偏振光强度分别 
为最大或最小，即 


i2m«x ^ ^02 j ^2rain ~ 


入射光强度为 


Iq = ^01 ^02 • 


透射光的最大强度和最小强度分别为 


+ ’2n«x ^ O ’01 + ’02 ， 


’min ：== 叉1 + ^2 min ~ t \ ^01 • 


按题意 7^ 

* min 


-Ioi + h 


hi — * 2 ~^oi 
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由②、⑤两式可解得 

Ioi/Io — 吾， /o2 / lo — 音 . 

1 S - 4 . —束钠黄光以50°的入射角射到方解石平板上，设光轴与板表面平行而与入射面垂 
直，问两束出射光的夹角是多少？已知钠黄光波长 A = 589. 3 nm , 方解石的折射率为= 
1. 658, n « = 1. 486. 

解：如图所示，光轴为垂直于纸面的方向，与入 
射面垂直,0光与 e 光的波面在垂直于光轴的平面 
上的截面是圆，因为方解石是负晶体， n e < n 0 , 

% e 光波面在外 , o 光波面在内•设 e 光折射 

角为波面的截面半 径为疋 ，则 

BC . R c 

Smt = AC ' Slnr * = AC ' 

由上面两式得 = ^ = = n t . 习题 15-4 图 

sin r e R e v K • t 

可见，在此特定情况下, e 光也满足折射 定律： 

sin i sin 50° rt0 

sin r e = - = = 0. 52, r e = 3 L 0 . 

n e 1. 4 od 

对 o 光，由折射定律，有 = %. 

sin r Q 

_ sin 50 _ ^ j , /\ f 。 

sin r G = -• ggQ = 0. 46, r 。= 27. 5 . 

1. ODo 

所以两束出射光的夹角为 

Ar = r . - r 0 = 31. 0° - 27. 5° = 3. 5°. 

15-5. 设方解石薄板的光轴平行于其表面，现在要用它制作钠黄光的半波片，问薄板的最 
小厚度应为多少？已知 n 。 = 1. 658, = 1. 486, A = 589. 3 nm . 

解: 设半波片最小厚度为 d , d 应满足下列条件 | = { n a - n ,) d,n 



589. 3 X 10~ 9 
2(1. 658- 1. 486) 


, 71 X 10 _6 ( m ). 


15-6. 如果要使…波长 A = 600 nm 的线偏振光通过一光轴与晶体表面平行的石英晶片 
后,变为长、短轴之比为斤的正椭圆偏振光（石英晶体的折 射率〜 = 1. 552, % = 1.544). 
试求： 

(1) 晶片的最小 厚度； 

(2) 入射偏振光的振动方向与晶片光轴方向的夹角. 

解： （1) 线偏振光通过晶片后变为正椭圆偏振光，说明入射光通过晶片后 e 光与0光的桕 
差为 f , 因此晶片是+波长片，晶片的最小厚度 d 为 
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A = 600 X 10~ 9 

4( n c - n 。） — 4(1.552 - 1.544) 


= 1. 87 X 10 -5 ( m ). 


(2) 如图 （ a ) 所示，设入射线偏振光振动方向与光 
轴夹角为入射光振幅为 A , 则椭圆的长、短轴之比为 

令^|= VI ,得沒=30° (图 （ a )), 

或 ^^ =万，得0=60。 (图 （ b )). 

15-7. 将一片垂直于光轴切割的石英晶片放在两 
个偏振化方向平行的偏振片之间，如果要使波长 435. 8 


光轴 



nm 的光不能通过，石英厚度应为 多少？ 已知对应于该 
入射光的波长，石英的旋光率为 41. 5 Vmm . 

解: 因两块偏振片的偏振化方向平行，要使光不能通过，光的振动面要转过90°，设晶片厚 
度为/,由晶体的旋光性可知 


d = al ， 

, e 90。 0 、 

l = — = r - r —= = 2. 17( mm ). 
a 41. 5 

15 8 . 如图所示，厚为 2. 5 Xl ( T 2 mm 的方解石晶片的光轴平行于表面，晶片放在两片偏 
振化方向正交的偏振片之间，光轴与两个偏振片的 
偏振化方向各成45°角.如果射入第一片偏振片的 
光是波长在400 run 〜760 nm 的可见光.问透出第 
二片偏振片的光中少了哪些波长的光？在其他条件 
不变的情况下，将偏振片&以光线传播方向为轴 
旋转90°,使其偏振化方向与 P , 平行，此时出射光 
中少了哪些波长的光.已知方解石晶体的《。= 

1. 658 4, n e = 1. 486 4. 

解： 由偏振光干涉可知，当两个偏振片的偏振化方向正交放置时，透过偏振片 p 2 的出射 
光的相干条件是 

(* = 1, 2, 3, •••) 干涉加强； 

( n 0 - n,)d + j = | (2/fe + 1) A . = 1( 2, 3, -) 干涉相消. 

由干涉相消条件 ( ji 0 _ n t 、d = kX (^ = 1,2,3, …），得 

、 ( n 0 -njd (1. 658 4 — 1. 486 4) X 0. 025 X 10— 3 _ 4. 3 X 10 3 ,__ x 
A = — % — = - ^ -= —I — ( nm ). 



由此得在 400-760 nm 波长范围内，干涉相消的光波长分别为 H 7 mn 、 614 nm 、 538 nm , 
478 nm 和430 nm , 即透出第二个偏振片的光中少了这 5 个波长的光. 

当两个偏振片的偏振化方向平行放置时，透过 P 2 的出射光干涉相消条件为 
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(n 0 -w«)d = (2* + 1) 4- (* = 0,1 ， 2,…）, 


挪腳跟 Sj 


A = (We ~"r )<f - 4. 3X10 3 (nm) 

k + Y k + Y 

计算得出出射光中少了波长为 662 nm、 573 nm、 506 nm、 453 nm 和 410 nm 的光. 

15-9. 一束椭圆偏振光先后通过一块 f 波片和一块偏振片，转动偏振片 P 使其达到消光 

位置时，" I •片的光轴与偏振片 P 的透振方向夹角 25°, 求椭圆偏振光的 
长、短轴之比. 

解： 椭圆偏振光经 +片后 再经过检偏器有消光位置，说明从" I ■片出 
来的光已变为线偏振光，这只可能是 +片的 光轴方向对准入射椭圆偏振 
光的长轴或短轴方向.如图所示，从 +片出 来的线偏振光 A 的振动方向 

习题15 _ 9图 

和椭圆的长轴方向有一夹角，当用偏振片 p 转动达到消光时， p 的透振 
方向与线偏振光 A 的方向正交，因此 A 和椭圆长轴的夹角 <9 亦为 25% 而 A 的方位取决于入射 
椭圆偏振光的长短轴之比，即 





_ A cos 6 
A sin 6 


=cot Q 


cot 25° = 2. 14. 


15 10. 波长为 600 run 的单色平行光垂直入射到缝宽为 d = 0.08 mm 的单缝上，在缝后 
放焦距为/=1 m 的凸透镜 L , 在其焦平面处的观察屏 P 上观察其衍射条纹.现在缝前盖上两 
片偏振片和匕，各挡住缝宽的一半 U /2), 如图所示，若 
P , 的偏振化方向与缝平行 ，而朽 的偏振化方向与缝垂直， 

问: 屏上有无衍射条纹？如有，求其条纹宽度. 

解： 没有 A 、 匕时，屏上为单缝衍射图样，加上偏振片 
P 2 后，单色入射光分为两束振动方向相垂直的单色平行 
光.由于这两束光不相干，因此相当于宽为£//2的两条狭缝 习题 1 S -10 图 

的单缝衍射，各自在屏上形成单缝衍射条纹，且条纹的位置 
相同，因此屏上条纹的光强为它们条纹光强的叠加.中央亮纹宽度为 

Aio = 2\f/d' , d' = d/2, 

« . ，心 ，, 4 X 600 X 10 -5 X 1 、 

# = W/d = — - ：5 3 - 10 -, - ：3.0 X 10 ( m ). 

其他亮纹宽度为 



Ax„ = -|-Axo = 1. 5 X 10 -J (m). 


这些衍射条纹谱线都比不加任何偏振片时宽度加倍. 

*15 11. 两个偏振化方向正交的偏振片^和戶 2 平行放置，以光强为7。的单色自然光正 
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入射，若在其中平行插入第三块偏振片 ，求： 

(1) 当最后透过的光强为 L /16 时，插入的偏振片的方 位角； 

(2) 能否找到合适的方位，使最后透过的光强为 h /2; 

(3) 若在两块偏振片中间平行地插入一块 f 波片，其光轴与第一块偏振片的偏振化方向 
成30°角，出射光的强度为多少？ 

解： （1) 设插入的偏振片与第一块偏振片的偏振化方向成0角，单色自然光透过 第一块 
P , 后，强度为再通过插入的偏振片，根据马吕斯定律，强度为 + LCOS 2 乂最后通过第二块 
偏振片，强度为 


I = -|-/ ocos 2 ffcos 2 (y ~ = -|-^ oCOs2 ^ s ' n2 ^ ~ sin 2 20. 

若 J = io /16, 则 

sin 2 2汐=•，汐= 22. 5' 

即插入的偏振片偏振化方向 与巧成 22. 5°,与 P 2 成 67. 5°. 

(2) 令/ = +/。，则 

sin 2 2^ = 4, sin 2 汐=士 2. 

故没有合适的方位使最后的出射光强为 jlo . 

(3) 如图所示，通过 h 后的光强为振幅为 A , 则射入+波片 
的寻常光和非常光的振幅分别为 

A 。 = Asin 30。= ~ A , 

A . = Acos 30° = ^ A . 

经+波片后，寻常光和非常光有 > t /2 的相位差（注意，图中未示出波片 
引入的相位差 f ). A 。、 在第二块偏振片的透光轴上的分量 A , 、 A 2 分别为 

A l = A。cos 30。= ^ A , 

A 2 = A e sin 30。 = ^ A . 

而且通过朽后，因投影而产生附加相位差 Jt , 故合振幅为 



A ' 2 = A \ + A \ — 2 AiA 2 cos (号 ±7 t )= Af+_Ai = -|- A 2 . 
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出射光的强度为 J 


1/ ylo = A ,2 / A 2 =音. 


得 


16 


Ic 


' 1512. 如图 （ a ) 所示，在两块正交的偏振片之间插入一块半 波片. 强度为 f 。 的单色自然 



习题 15-12 图 （ a ) 



光正入射并通过这一系统.如果将波片绕光的传播方向转一周，试问将看到几个光强极大和极 
小,并求各极大和极小值及波片光轴的方位. 

解： 如图 （ b ) 所示，强度为 I 。的自然光通过第一个偏振片 M 后，变为强度为7。/2的线偏 
振光.设线偏振光的振幅为 A , 则 


A 2 oc Jo /2. 

设1/2波片的光轴 Z 与 M 的透光方向的夹角为心在半波片的前表面，线偏振光分解为0光和 
e 光，两者的振幅及它们之间的相位差分别为 

A 0 = Asin d , 

A e = A cos 0 9 


d = 0. 

在半波片后表面，由于两光在半波片中传播速度不同，引起 Tt 的相位差，使0光和 e 光反相位. 
由半波片出射的两个互相垂直的线偏振光通过偏振片 N , 由前两题讨论知，两者的振幅和相 
位差心分别为 

A oN = Asin ^cos d , 

A eN = Acos Osin 0 ， 
d N = 7z + n = 2 k. 

第二项 Tt 为在 N 上投影后振动反向引起的相位差.这两束光相干涉使透射光振幅 A ' 满足： 

A. 2 = Aqjv Apjv -|- 2Ao.vA cos = (A 0 jy + A e /v) 2 
= (2 A oN ) 2 = 4 Aojv — 4 A 2 sin 2 沒 cos 2 沒 = A 2 sin 2 20. 


因此透射光强为 


In = ■^■sin 2 26 , 
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当20 = 0, ;:， 2 tc , 37 t , 即 (9 = 0, f , 7 t , # 时，出射光强最小，为 = 0. 

当26 = g ，即0 = fg 时，出射光强最大为 



因此，半波片旋转一周，将看到4次光强为零,4次光强最大. 

• 15-13. 有 N + 1块偏振片 S 在一起, JV 很大，若相邻两片偏振片的偏振化方向都沿顺时 
针方向转过一个很小的角度 a , 即第一块与最后一块的偏振化方向的夹角是6= N a , 不计反 
射等其他损失，若入射线偏振光的振动方向与第一块偏振片的偏振化方向平行,光强为求 
出射光强. 

解：由马吕斯定律，透过各偏振片的光强分别为 

1 \ = I 0 COS 2 0° = 1 0 , 

I2 = /1 cos 2 a = J 0 cos 2 a , 

J 3 = 1 2 cos 2 a = h cos 4 a , 


由二项式展开，有 


In+\ = I NCOS 2 a = I 0 (cos a) 2N . 


(cosa) 2JV 


=(cos^)^ = (1 — sin 2 a) N 
a»l - No 2 = 1 = 1 


ff - 


所以从最后一块偏振片出射的光强为 

In+i = h(cosa) 2N J。(1 - 备 ). 


四、思考题解答 

15-1. 两互相平行的偏振片，起先所放置的相对位置使通过的光强最大，现在把其中的一 
个偏振片绕光传播的方向转过30°,问通过的光的振幅和强度各为原来的多少？ 

答： 若入射的是自然光，设光强为则通过第一块偏振片光强减半，为对于通过第 

二块偏振片的光波，由于起先通过的光强最大，则两片偏振片的透光方向应一致，出射光强仍 

为 j~I。. 若第二块偏振片旋转30%则 J = y/o • cos J 30° = |- I „, I/Io = I■，即 A ! /Al = I ， 

A = ( y | A 0 , A 0 为入射光振幅.若旋转第一块偏振片，则效果相同. 

若入射光为线偏振光，则开始时其振动方向与两块偏振片的透光轴方向一致，光强最大为 
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J 。， 这时若转动第二块偏振片，则出射光为 /» cos 2 30°= | j 。， J / I 。 = I , A / A 。 =#. 但在 

4 4 2 

此情形，若是转动第一块偏振片，则结果不同，由第一块偏振片出来的光强为 = I 0 cos 2 30% 

再通过第二块片子，得 Iz = /i cos 2 30° = J 0 cos 4 30° = , A / A 0 = 

lo 4 

若入射光为部分偏振光和椭圆偏振光，则情況较复杂，必须根据具体情况才能解答. 

15-2. 偏振片有什么特性？有什么用途？ 

答： 偏振片有一个确定的透光轴方向，只有在此方向振动的光才能通过偏振片.因此，它 
能使通过的光变成线偏振光，做起偏振 器用； 又可以用来检验偏振光,做检偏器用. 

15-3. 一束光 入射到两种透明介质的分界面上，发现只有透射光而无反射光，试说明这束 
光是怎样入射的？其偏振状态如何？ 

答： 这束光必是以布儒斯特角入射，入射光为光矢量 
振动方向平行于入射面的线偏振光.如图所示,4为布儒斯 
特角，在反射光中只可能有垂直于入射面的光振动，而入射 
光中无此成分，故无反射光. 

15-4. 什么是双折射现象？什么是 光轴？ 什么是主截 思考题 1S- 3 图 

面？什么是寻常光？什么是非常光？ o 光和 e 光是对什么 
而言的？ 

答： 由于晶体的原子、离子或分子的空间排列沿不同的方向具有不同的排列规则，其物理 
性质就会具有各向异性,光在其中的传播也表现出各向异性.一束光入射到晶体上会产生两束 
折射光称为双折射,是一种光学各向异性.晶体内存在一个特殊的方向，当光沿着该方向传播 
时并不表现出双折射现象，这一方向称为光轴.晶体表面的法线与光轴组成的平面称为主截 
面•晶体中光线传播的方向与光轴组成的平面为主平面.在两束折射光中，一束光遵守折射定 
律，称为寻常光0;另一束光不遵守折射定律，称为非常光 e . o 光和 e 光都是相对于晶体而言 
的，当两束光出射到晶体外时，就是两束偏振光,不再称0光或 e 光. 

15-5. 已知一个1/2波片或1/4波片的光轴与起偏器的偏振化方向成30°角，试问从1/2 
波片和1/4波片透射出来的光将是什么偏振态的光？ 

答 ： 1/2波片使在其中传播的 o 光和 e 光产生相位差 7 t , 故它们合成后仍为线偏振光 . 1/4 

波片使通过波片的 o 光和 e 光产生相位差 f , 因波片光轴与起偏器的偏振化方向成30°,故 o 

光与 e 光的振幅不相等， A „ 关 A t , 透射出来的是椭圆偏振光. 

15-6. 如何区别以下几 种光: ①线偏 振光; ②圆偏 振光; ③椭圆偏 振光； ④自 然光； ⑤部分 
偏振光（即线偏振光和自然光的混 合）； ⑥圆偏振光和自然光的混合•，⑦椭圆偏振光和自然光的 
混合. 

答： 在光束行进的路径上垂直地插入一片偏振片 P , 并且以光的传播方向为轴转动偏振 
片一周. 

(1) 如果偏振片在某两个位置时完全消光，这束光就是线偏振光. 

(2) 如果强度不变，则这束光是自然光或圆偏振光，也可能是圆偏振光和自然光的混合. 
这时可以在偏振片之前放一个1/4波片，再转动偏振片观察（图 ( a )〉. 

( a ) 如果强度仍无变化，则入射光为自然光，因为自然光中垂直于波晶片传播的 o 光和 e 
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光之间无固定的相位关系，因而出射仍为自然光，转动 P 光 
强不变. 

( b ) 如果 P 转动一周在两个位置上完全消光（两明两 
零），则入射为圆偏振光，因为1/4波片使圆偏振光变成线偏 
振光，所以转动 P 有两次消光（图 （ b )). 



( C ) 如果偏振片 P 转动一 周光强有变化，但不能完全消 思考题 15-6 图 ( a > 

光(两明两暗），则入射为自然光和圆偏振光的混合，即此光 
经1/4波片后变为自然光和线偏振光的混合（图 （ c )〉. 

(3) 如果只加一块偏振片观察时，光强有变化但不能完全消光（两明两暗），则入射光可以 
是椭圆偏振光，或是线偏振光和自然光的混合（即部分偏振光），或者是椭圆偏振光和自然光的 
混合.这时可将偏振片先放在透射光强最大的位置，然后在偏振片前加1/4波片，使它的光轴 
与偏振片的偏振化方向相同，然后再旋转偏振片一周观察. 

( a ) 若入射为椭圆偏振光，因为1/4波片的光轴与椭圆 
长轴或短轴方向一致，椭圆偏振光经过1/4波片后变为线偏 
振光，因此转动后面的偏振片就有两次消光位置（两明 
两暗〉. 



( b ) 如果不存在完全消光的位罝（两明两暗），且光强极 思考题 15-6 图 ( b ) 

大的方位同原先一样，则入射的是自然光和线偏振光的混合 

(部分偏振光).因为这种情况下1/4波片的光轴与线偏振光振动同方向，使其从晶片透出后仍 


为线偏振光，故总的出射光仍为线偏振光和自然光的混合. 

( c ) 如果不存在完全消光的位置（两明两暗），但光强极大的 
位置与原先不同，则入射为椭圆偏振光与自然光的混合，因为 
1/4波片光轴与椭圆偏振光长轴或短轴方向一致,使其变为线偏 
振光,但线偏振光的振动方向与椭圆轴并不一致而使出射光强 
极大位置改变. 




思考题 15-6 图（<0 
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— 、内容提要 


1. 德布罗意的波粒二象性的假设： 

微观粒子的波 ( V ,A 或 *) 粒 (£, />) 二 象性： 

E = hv = haj; p = hk t k — 2 k/X. 


2. 不确定关系式: 


• At ^ H/2 9 Apx • Ax ^ h/2. 

3. 描述微观粒子状态的波 函数： 

(1) 能量为 E ， 动量为 p 的自由粒子的波函数为 

少（广 ，0 = Aexp [— i(Et — p • r)/ h ], 

(2) 波函数的统计解 释：史 '• f 是粒子出现的概率密度，满足归一化条件 J" 少.少 • dV= 1. 
某时刻在 (U, z) 处体积元 dV = dxdydz 内发现粒子的概率为 

I ^( j :, y , z , t ) | z dV = 'P .少 • dV. 

4. 薛定谔 方程： 

(1) 粒子能量 E 和动 ftp 各有与之相应的算符，对应关系为 


E - iH Tr 


p —► 一 i ft ▽ , 


_ • d I , d I y d 

^ = l T x + J Ty + k Tz 


(注意 ：式中 i = 而 i 则为: c 方向的单位矢量,意义完全不同 .） 

(2) 沿： T 方向运动、具有确定能量 (£：) 和动量 (P) 、质量为 m 的自由粒子，其薛定谔方程为 


n 2 

2m dx 2 






而在三维势函数为 U(r) 的力场作用下运动粒子的定态薛定谔方程为 

[一备 V 2 +l/(r)Jifr(r) = E^(r). 

5. 一维无限深势阱的势函数可表为 


U(x) = 



0 < x < a , 
j: <C 0, x a. 


本征函数 



w = 1， 2, 3, … 
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綱 E ^ t ( f ) 2 - 

6. 力学量 Q 的平均值为 

Q = J ^*( r ) Q ^( r ) dV . 

d 为与力学量 Q 对应的 算符. 积分范围为粒子运动的全部空间. 

7. —维势垒 

ro , x < o , 

U ( x ) = Ju 0 , 0 < x < a , 

10, : r 〉 a. 

当 E < L 7。 时，势垒贯穿系数为 

D««e (隧穿效应). 

二、自学指导和例题解析 

本章要点是理解波粒二象性的物理 意义; 理解德布罗意波的波函数的统计解释并掌握用 
波函数计算粒子出现的 概率; 掌握用算符求力学量的平均值的 方法; 理解薛定谔方程的物理意 
义，掌握一维无限深势阱中的电子能级和波 函数； 掌握不确定性原理及应用.在学习本章内容 
时，要注意以下 几点： 

(1) 光的波粒二象性是同一客观物质——光在不同场合下表现出来的两种属性.当光在 
空间传播时主要表现出其波动性，产生诸如干涉、衍射这类体现波动的 现象； 而当光与物质相 
互作用时，光的行为又表现出粒子性，即光子所呈现的不可分割性，光子只能作为单个整体被 
吸收或发射，不存在涉及“半个”或“几分之一”个光子的能量或动量的交换.微观粒子也具有波 
粒二象性，如电子、质子、中子等都具有波动性，称为德布罗意波. 

(2) 描述微观粒子状态的波函数与经典的波函数的意义完全不同.德布罗意波是概率波， 
波函数的绝对值平方 I 少 ( r , OI 2 正比于粒子在时刻 I 、在空间 r 附近出现的概率.因此波函数 
给出的是统计解释.例如，用电子所作的双缝干涉实验中，无论电子束强度如何，单个电子出现 
在屏幕上的位置完全是随机的，干涉条纹的形成都是大量电子累积的结果.干涉条纹反映了大 
M 电子的统计分布，当用感光片作观测屏幕时，感光片上某点附近的干涉条纹强度正比于该点 
附近出现的电子数，因而某点的干涉条纹的相对强度越高，就说明电子在该处附近出现的概率 
越大. 

(3) 不确定性原理是微观粒子具有波动性的本质表现，并不是由测量仪器的缺陷或测量 
方法的不完善造成的.该原理在量子力学中有非常重要的作用.为了进一步理解不确定关系， 
我们研究一个正弦波列，一个沿工轴传播的纯正正弦波是不定域的、没有约束的波，可一直从 
一 OO 延伸到 + OC , 而且对应一完全确定的波长 A . 如果德布罗意波是这样的波，则对应的就是 

具有确定动量/> = | ■的自由粒子，即= 0. 显然这样的粒子没有确定的位置，各处找到粒 

子的概率都相等， Ax - oo . 图 （ a ) 所示为一纯正弦波.如果有许多不同波长的正弦波叠加起 
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来，就形成如图 （ b ) 所示的波包，对应的是动量有一定分散的粒子，而合成波的振幅局限于& 
范围内明显不为零，因而粒子的位置比较确定，动量就难以确定.这就是不确定关系. 


- 




例 16-1 图 （ a ) 


例 16-1 图 （ b ) 


例题 




例 16- 1 —维运动的粒子处于由波函数 

Axe ~^ , x > 0, 
0, x <0 

描写的状态，其中 A > 0, A 为待求的归一化常数，试 求： 

(1) 粒子坐标的概率分布 函数； 

(2) 粒子坐标的平均值5和粒子坐标平方的平均值 

(3) 粒子动量的平均值万和粒子动量平方的平均值 
解： 由波函数的归一化条件 


[I ^( x ) | 2 dx = 1 

J — oo 

I A | J ^e-^dx = | A | 2 ( 去 ) 3 -2 = iAi 


1, 


得 

于是 


A = 2 A 3 


^ ( x )= |2 A ^ e -, 

10, 


< 0. 


(1) 粒子坐标的概率分布函数为 

㈣…㈣ 卜广二 


4 A 3 x 2 e _2Ar , x > 0, 
•r < 0. 


(2) 坐标的平均值为 


X 


xp(jc)dx = f AX i x z e~ ZXl dx 

—OQ Jo 


坐标平方的平均值为 


x 2 \ x 2 p{x)dx 

J oo 


4A 3 :c 4 e 七 dx 


2 A * 




(3) 粒子动量的平均值为 

p = J y (j) (- ifi 志 ) y(j)dr = J* 4A 3 (~ i ft)xe~ te [ 去 ) 


① 


② 


③ 


④ 


⑤ 


dr 


4ifiA 3 xe~ 2u (1 — Ax )dr = 0. 
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动董平方的平均值为 

F = J JIT ' ( x )(- ft 2 ^) i ?-( x)dx = — 4 ft 2 A 3 • xe-u ^( j e - iI )dx = A 2 ft 2 . 

例 16 2 如果一个电子处在原子某能级的时间为 10_ 8 s , 试求原子的这个能级能量的最 
小不确定量是多少？设上述电子从这一能级跃迁到基态，对应的能量为3 . 39 eV , 试确定所辐 
射的光子的波长的最小不确定量. 

解：能量与时间的不确定关系为 


A £：. 厶 f > 音， 


A £ ^4^ = V ^ Vo 0 : = 0. 53 X 10 ,⑴ = 3.3 X 10-( eV ). 


当£ = 3 . 39 eV 时，相应的辐射波长为 


Xz= he = 6. 63 X 10~ 3< X 3 X 10 8 
_ E 3. 39 X 1. 6 X 10 -18 


= 3. 667 X 10~ 7 ( m ) = 366. 7( nm ). 


AE=A(Av) = A(| £ ) = -^. 


故波长的最小不确定量为 


I AA I 


X 2 AE _ (3. 667 X 10~ 7 ) 2 X 0. 53 X 10~ 


he 


6.63 X 10 ~ M X 3 X 10* 


0. 36 X 10 _14 ( m ) = 3. 6 X 10- 6 ( nm ). 


例 16 3 试由不确定关系式估算氢原子可能具有的最低能量. 

解： 当不计原子核运动时，氢原子的能量就是电子的能量.设电子质量为 m , 则 


E 


£, +U= 


① 


设电子被束缚在半径为 r 的核周围的球内，则其位置不确定度 Ax = r , 由不确定关系式，其动 
量不确定量为 

^ ―, 
r 

可以近似取电子的动量 

p = Ap , 

代入①式，得能量为 

E —纪 e 2 

2 mr 2 47 reo r 

由于稳定的原子能量最小，可令= 0,即 


H 2 

mr s 


e 2 

4從 0 r 2 


0 , 
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这和原子的尺度及固体中原子间距同数量级. 

16-3. 质量为 m 的粒子在长为 L 的 一维“ 盒子”中运动，用不确定性原理估计盒中粒子的 
最小能量. 

解： 一维“盒子”即一维势阱，粒子只能在盒内运动，由不确定性原理 Ah . Ax > 
ft /2, 若只考虑数量级，可取△九取标准偏差 p — ：?作为 △/» 的童 度： 


a /> = v(p—py = p, 

式中万为动量平 均值. 由力学量平均值的定义及一维无限势阱的波函数可知^ = 0. 于是 


因此，动能 


^ (4) 2 - 


E = 


2m 


> 


h 2 

8^Z7* 


“盒子”内势能为零，故最小能量状态为 E =-^2. 

8mL 

16 4. 已知电子质量为 w 、 原子的尺度为 0. 1 nm , 用不确定性原理估计原子中电子动能 
的数 董级. 

解： 电子束缚在原子中运动，相当于关在三维“盒子”里的粒子，盒子线度为原子尺度 0. 1 nm . 

Ei = £, = 


由上题结果,£,的数量级为 


3炉 = 3 H 2 c z = 3 X (197. 3 eV ■ nm ) 2 = , v 

8 mL 2 一 & mc l V ~ 8(0.511 X 10 6 eV )(0. 1 nm ) 2 _ 6 ' 

此即原子中电子动能的数量级，可与氢原子基态能级对照. 

16-5. 用驻波条件和德布罗意关系式求一维无限深势阱中粒子的总能量，并和薛定谔方 
程解的结果进行比较.已知粒子的质量为 m , 势阱宽度为 L . 

解： 当粒子在宽为 L 的一维深势阱中运动时，其波函数为驻波.由驻波条件，半波长的整 
数倍等于宽度即 


« y = = 1, 2, 3, ••• 

由德布罗意关系式，粒子的动量为 

. h nh 

P = T = 2 L- 

粒子的总能量 e =£ = = ” 2 ^7 =靜，和求解-维无限深势_薛定谔 

方程所得的粒子总能量相同.说明在这种情况下波函数和两端固定的弦振动的驻波函数有相 
同的形式.》可取1，2, 3,…表明能量是量子化的. 

16 6. 一个粒子在宽度为 L 的一维无限深势阱中运动，其能量处于基态.分别求在 : c = 
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|" L 和 L 附近 △ orsO . OlL 的范围内找到该粒子的概率（因为不必做积分). 
解： 在宽度为 L 的一维无限深势阱中粒子的基态波函数为 

^ = Vf sin f- 

(1) x = -|-L, Ax = 0. OIL. 

概率为 I 少 1 2 • △: = I • sin 2 ( 晋 • yL^XO.OlL = 0. 02 = 2%. 

(2) x = -|-L, Ax = 0. OIL, 

I ^1 2 • Aj: = y-sin 2 • ■|~JL)X 0. OIL = 0. 01 = 1%. 

(3) x = L, Ax = 0. OIL, 

I 少 1 2 •△: r = |- sin 2 (^X L ) X 0. OIL = 0, 这表明粒子不会越出 势讲. 

16-7. 已知一维无限方势阱中运动的粒子的定态波函数为 ujx) = JJsin (0 < ：r 

< a ), 这是驻波函数，试将其分解为两个相反方向传播的行波的波函数•证 明： 这两个波函数 
都是动量算符的本征函数，并求出相应的动量本征值. 

解： 由公式 sin a = < ~ e ~" ,可将 《, U ) 分解为 

U„{x) =— + \f^ e '^ r = + 平一 

分别代表沿工正、负方向传播的行波. 

一维动量算符为 一 ,分别作用于少和见 
ax 

= n - 

所以可知见< + 是动 M 算符的本征函数，其本征值为 

^ n = 1 ， 2, 3, ••• 

a 

同理， — 合一方 7£ 卜 ㊉ 斤 =_ ft •，" 

少,-也是动量算符的本征函数，其本征值为九 =-/£• ^, n = 1, 2, 3,… 

a 

16 8. 已知质量为 m 的粒子处在一维无限深势阱中的基态，势阱宽度为 0< x < a . 试求 
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(2) 粒子坐标的概率密度分布为 

P U) = y(x)^(x) = - (4 ^ 2V 


(3) 由 〆 : r ) 的表达式知 ， x = 0 处找到粒子的概率密度 〆 0 ) 最大， 〆 0 ) = 
16-14. 试证明自由粒子的不确定关系式可写成 

Ax • AA ^ A 2 / 4 宂， 


又为自由粒子的德布罗意波长. 
证：由德布罗意关系式 


两边取微分，得 

△p = , 

△工 • c • AaA , 

A 

代入不确定关系式，得 

Ax - ^-AA ^ , 

即 

△工 • AA > A 2 /4 tt . 

• 16-15. —细胞的线度为10 s m , 其中有一质量为 w = 10- 14 g 的粒子，按一维无限深势 
阱计算，这粒子的 A = 100和〃 2 = 101的能级能量各为多少？两能级能量差为多少？ 

解：无限深方势阱的能级公式为 


E n = n 1 


h z 

Sma 2 


将 m = 10~ 17 kg , a = 10 -5 m 代入上式，有 


F _ 2 (6.63X10' 34 ) 2 

” " 8X 10- f X (10- 5 ) 2 


=n 2 X 5. 49 X lO^HJ). 


将 《i = 100 和 71 2 = 101 代入上式，得 


E 100 = 100 2 X 5. 49 X 10-" = 5. 49 X 1CT 37 (J). 
E I01 = 101 2 X 5. 49 X 10' 41 = 5. 60 X 10 -37 (J). 


两能级的能量差为 


= f^ioi 一 E>\oo = 1. 1 X 10 38 (J). 


•16-16. 已知一维无限深势阱中粒子的波函数为 t =7 J sin ^ a 为阱宽.试求: 
(1) 粒子处于 n = 2的定态时，粒子出现概率密度最大的 位置； 
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(4) 粒子出现在 a ； = 0到 x = I "之间的概率为 

W = | 0 %„(x)dx = }； |sin 2 (^)dx = |. 
•16-17. 粒子在一维势场中运动，设其束缚定态波函数为 


少(:)= JVl 6^ 


(a 2 — x 2 ), I x |< a. 


0 , 


丨工 I 〉 a. 


试求粒子相应的能量和势函数 LTU ) ，已知 : r = 0处 U { x ) = 0. 
解： 由定态薛定谔方程得 


£^ +1/( 今 u) = 砂 (工). 


将少( X ) 代入 方程: 


h 2 [ d 2 

2 m 1 dx 2 




(a 2 -x 2 ) 


+ I 7( x )^( ar ) = E ^( x ) 9 


m 4 ' 


L (e -wO— 工 ”， 


得 


U ( x ) - E + - 


方 2 


I 工 l < a ， 


m ( x 2 — a 2 )* 

由题意，丨工 I 〉 a 处少 ( z ) = 0,故 L /(: c ) = oo . 因 x = 0 点 1/(0) = 0, 得到 

E= £^ - 

④式代入②式，得 


UU ) = 

ma 


x 2 一 a 2 , 


| x | < a. 


由此得 


uu 卜卜 1 <a ， 
I ° o , \ x \ > a . 


四、思考题解答 


① 


② 

③ 

④ 


16-1. 为什么通常看不到宏观物体德布罗意波的干涉和衍射效应？ 

答： 对小孔、狭缝这类衍射物只有在小孔的尺度或狭缝的缝宽和波长量级相同时，才能观 

察到波的干涉和衍射现象.普朗克常数是一个很小的数，由 A = i 给出的波长对任何宏观物 

mv 

体来说都是极小的，因而一般情况下无法观察到衍射效应. 
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16 2. 德布罗意波一般是用复数表示的，是否可以只用其实部而舍去虚部？ 

答： 德布罗意波是概率波，概率密度即波函数的模的平方，即 

P ( x , t) — ^(x, t)' - t), 

概率是可以测量的量，所以概率密度必为实数.如果设想波函数是由虚实两部分组成，即 

^(x, t) = u(x, t) + i -w{x, t ), 

则 P{x, t) = y ( x , t)' • if ( x , t ) = [ m ( x , t)] z + [ w ( x , t)~\ 2 . 

可见,波函数的实部和虚部都是起作用的，不能舍去虚部. 

16-3. 在电子衍射实验中，单个电子在屏幕上的落点是无规则的，而大量电子在屏幕上的 
分布构成衍射图样,这是否意味着单个粒子呈现粒子性，大量粒子的集合才呈波动性？ 

答： 微观粒子不是经典粒子，它的运动规律不再满足牛顿运动定律，而是要用德布罗意波 
描述•在电子衍射实验中，单个电子在屏幕上的落点看上去是无规则的，但单个电子落在任意 
点附近的概率仍由波函数模的平方确定,这恰恰是其波动性的表现. 

16-4. 波函数归一化的物理意义是什么？ 

答： 波函数的绝对值的平方表示某一时刻粒子在某一地点出现的概率密度，因为粒子总 
要出现在空间某处，即氺 | 2 dV = 1. 此即波函数的归一化条件的意义. 

16 5. 用定态波函数描写的粒子具有什么特征？ 

答： 用定态波函数描写的粒子在势场中的势能仅是坐标的函数，与时间无关，能量有确定 
值，粒子的概率密度与时间无关， I 少 ( r , t ) | 2 = | l ?( r ) I 2 ,即粒子在空间各处出现的概率是稳 
定值. 
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一、内容提要 


1. 氢原子的能量，包括电子与质子的相互作用势能与电子的动能，是量子化的，取决于主 
量子数 n , 可记为 £„， 

E . =- - 4 (« = 1, 2, 3, •••) n=l 为基态. 

o€o ^ 

氢原子光谱频率满足 hv = E „ — E „, n > m . 

2. 四个量子数是描述原子中电子运动状态的四个数字 参量： 

主量子数72 : « = 1,2,3,— 

角量子数 Z = 0, 1, 2, •••,(«— 1); 

磁置子数 m , : m , = 0, 士 1, ± 2, … ，士 Z ; 

自旋磁量子数： m , = 士 + ,决定电子自旋角动量 s 的空间取向， s , = m , h . m , =+ y 时为 

自旋向上， =— 为自旋向下 • 

角量子数决定电子轨道角动 m l , l ^ vnr + ijh . 

3. 简并度:氢原子的每一个能级对应一个主量子数如不计自旋,对一给定的主量子数 

n 共计有 f (2 Z +1) = n 2 个具有不同角动量和角动量 z 分量的状态.尽管这些状态不同，能 

量都一样， gj ] 这些不同状态是简并的，主量子数为 n 的能级的简并度为 n 2 . 如计入自旋，但不 
计自旋一轨道耦合，则能级的简并度为2« 2 . 

4. 轨道磁矩、自旋 磁矩： 

电子绕原子核转动产生轨道磁矩为 A *™ =—$• 

轨道旋磁比： =— 2 ^-. 

电子的自旋磁 矩：川 =-^- s . 

自旋旋磁比： r, =—— = 2r L . 

m , 

自旋磁矩的 z 分量： 

…一 (泛 h - h = 士益 = 士叫, 


fJ-B = 为玻尔磁 7*. 
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5. 自旋 一轨道耦合： 

自 旋一轨 道相互作用引起能级分裂.电子的总角 动置为 

J = L + S，J + 1) J z = Mh t M = >, j — 1,… ， 0, 一 1, ••• ，一 ）• 

计入自旋一轨道耦合后，电子状态由 n ， 』和 M 四个量子数 描述； 简并度下降为 2) + 1. 

电子总磁矩 g 称为兰德尽 因子. 

cr = 1 I ■；(■；• + 1) +5(S + 1) — Z(Z + 1) 

尺 _ 27o+Tj . 

6 . 在外加恒定磁场 B 中，电子总磁矩获得附加势能为 

^ E p = — ft , • B = gfi B MB . 

磁共振的条件是知 =, v 为交变场的频率. 

7. 多电子原子： 

核外电子在不同壳层上的分布要遵循以下 原理： 

(1) 泡利不相容 原理: 原子中不可能有两个电子处于相同的状态，即不可能有两个电子的 
四个量子数完全相同. 

(2) 能量最小原理 :原子 系统处在正常状态下，电子总是尽可能占据能量最低的状态. 

8. 分子 光谱： 

原子组成分子后，原子能级分裂.分子光谱为带状光谱. 

二、自学指导和例题解析 


本章要点是掌握氢原子光谱的实验 规律； 掌握氢原子光谱线系和氢原子的电子能级之间 
的 关系； 掌握描述原子中电子运动状态的四个量 子数； 了解自旋和轨道磁矩的相互 耦合； 了解 
在外加磁场中的磁共振 现象； 掌握多电子原子的核外电子在不同壳层上的分布 规律; 掌握泡利 
不相容原理和能量最小原理.在学习本章内容时要注意以下 几点： 

(1) 电子的自旋纯粹是 M 子力学的概念，没有经典的对应物.从经典物理的观点看，如果 
电子是个没有大小的质点，则不可能有角动置；如果把电子视为一个具有经典半径 r = 2.8 X 
lCT ls rn 的带电小球，若其旋转产生； i 数量级的角动量，其表面的线速度将比光速^大两个数 M 
级.所以说电子的自旋绝不能理解为经典的带电小球的旋转. 

(2) 单电子态填充的 原则： 

( a ) 泡利不相容原 理:如 不计自旋一轨道耦合，每个轨道量子态最多容纳两个自旋相反的 
电子. 

( b ) 按能童从低到高的填充顺序一 般为： ls ^2 s ^2 p -*3 s -^3 p ^ As ^3 d ^4 p ^5 s -* Ad ^ 
5/ 6 p - ■►… ，在每一支壳层里先在各量子态内填一个自旋向上的电子，填满后 
再填自旋向下的电子. 

例题 


例 17-1 在宽度 a = 5 X 10- ,<) m 的一维无限深势阱中有10个电子，试求能级最高的电子 
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能量. 

解： 一维无限深势阱的能 量为艮 =« 2 • A , 电子在能级上填充服从泡利不相容原理和 

2 ma 

能量最小原理，毎个能级上只能容纳两个自旋相反的电子，10个电子填充到五个能级上， n „„ 
= 5处于最髙能级上，电子的能量为 

r - _ _ 2 _ 2 h 2 _ oc ^ (6.63 X 10- 34 ) 2 

~ "™ x * 2 ma 2 ~ n ™ 1 ' 8^ _ 8 X 9. 11 X 1( T 31 X (5 X 1( T 10 ) 2 

= 6.03 X 10 -17 ( J ) 3. 77 X 10 2 ( eV ). 

例 17-2 试求： 

(1) 氢原子的电离能是多大？ 

(2) 当氢原子与自由电子发生碰撞时,只要电子能量足够高，氢原 T 光谱中所有各种谱线 
的激发都具有可能性，为使全部光谱得以产生，自由电子的最小速度应是多大？ 

解 ： （1) 电离能是指电子从基态激发到自由状态所需的能量.对于氢原子，电离能为 

E = hv = hcR {¥~^)' 

k = l , ”一°°, K 为里德伯常数 ， R = 1.09 7 X 10 7 m - 1 •所以 

E = / icJ ? = 6. 63 X 10 -3 * X 3 X 10 8 X 1.097 X 10 7 = 2. 182 X 1( T 1 I ! ( J ) = 13. 6( eV ). 

(2) 从基态激发到 n—oo 所需的能量比任何其他两能级间的激发所需能置都要大，自由电 
子与氢原子（可认为它是静止不动的）碰撞时可以只交出部分能量，也可以交出全部能量，使氢 
原子激发出某一条谱线.只有当自由电子至少具有 13. 6 eV 的动能时，氢光谱中所有各种谱线 
才都可能被激发.由此得自由电子最小速率为 

v = ^2 E / m , =^2 X 13. 6 cVO . 511 X 10 6 = 2. 2 X 10 s (m . s - '). 

( 电子静质量为 9. 1 X 10- s, kg 或 0. 511 MeV / c 2 , c 为光速). 


三、习题解答 


17-1. (1) 根据玻尔理论 证明： 氢原子基态的轨道半径为玻尔半径 a 。 = -^4- 

nme 

(2) 氢原子基态的径向波函数为少= Ae -^« ,式中 A 为常数，求 r 为何值时电子出现的 
概率密度最大？ 


解： （1) 电子的运动方程为 

mv 2 _ 1 e 2 

~ = ^T 0 ^ J 

式中 w 、 x ； 与 e 分别为电子的质量、运动速度以及电量的绝 对值. 按玻尔 理论: 


mvr = nh = n • — («= 1, 2 ， 3, •••), 


由以上两式得 
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n 2 e 0 h 2 

r = i^- 

对于基态 n = 1 ， r = Ecfl t = a 0 . 

tcme 

(2) 由波函数具有球对称知电子在 r — r + dr 范围内的概率 d ^ r ) 为 

d ( o ( r ) = I 乎 I 2 . 4 itr * dr , 

在 r 处的概率分布函数为 

/( r ) = ^(厂) = | 少 | 2 = 4冗 〆 . A 2 . e ~ tr/<, °. 

dr 

极值 = 0 的 r 值即为所求 之值： 

d (( r ) = 4 tcA 2 (2 r — ^-) e _2r/a ® = 0. 
dr V a 0 / 

得 

r = a 0 . 

进一步验证知故 r = a 。时 /( r ) 达到极大值， /( a 0 ) = UA 2 aU \ 这正是玻尔半 
径的意义所在. 

17-2. 在史特恩一盖拉赫实验中，氢原子温度在400 K 时，让基态氢原子束通过长1 cm 、 
梯度为10 T • nT 1 的不均匀磁场，求原子束离开磁场时，原子束分量间的间隔.为什么这一实 
验能说明电子自旋的存在？ 

解:氢原子处于基态时 n = l , / = 0，兰德尽因子为2,]^=士）=士 +，氮原子在非均匀 
磁场中的附加势能为 

AE f = Mgfx B B =± 去 X 2 X fi B B =土 / i b B . 

氢原子受作用力为 F , =- f z ( AE p ) = 士舛 g = F ± . 

而 F = ma , a ± = — =士 处. 4^. 

m m az 

原子束离开磁场时两束分量之间的间隔为 

L 为准直长度々为原子速率,可用氢原子在400 K 时的方均根速率 w 



代入得 
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R 为里德伯常数 〆 为光速， A 为普朗克常数, 
第一激发态 （w = 2 ) 能量为 

它 2 =争 =— 3. 4 eV . 
第二激发态能量为 

E 3 = § - =— 1. 51 eV . 

o 

第三激发态能量为 

Ea = ~y = 一 0. 85 eV . 

4 


n 

4 

3 


E/eV 

0.85 

，一 1.51 


2 


-3.39 


— 13.6 


习题 17-6 图 


因 E 4 - E , — 0. 85 -(- 13. 6) = 12. 75(eV) > 12. 2(eV), 

E 3 -E, =-l. 51- (-13.6) = 12. l(eV) < 12. 2(eV). 

所以能量为 12. 2 eV 的电子最多只能使氢原子从基态跃迁到第二激发态 （ n = 3). 有三种可 
能的跃迁，如图 所示. 从 ”==3 到 72 = 2 跃迁所发射的光子波长为 

A = _L = = he = 6. 63 X 10~ 34 X 3 X 10 8 

1 vi hvi E 3 — E z 5. 45 X 10 -19 — 2. 4 X 10 -18 

= 6. 52 X 10 _7 (m) = 652(nm). 

从 „ = 2 到 n = 1 的跃迁所发射的光子波长为 

A = ^ = 6. 63 X 10~ 34 X 3 X 10 8 

2 _ O _ 13. 6 X 1.6 X 10— ls _ 5. 45 X 1(T 19 


=1. 22 X 10 -7 ( m ) - 121( nm ). 


从 n = 3到； z = 1的跃迁所发射的光子波长为 

A = ^ .一 6 . 63 X 10— 3< X 3 X 10 8 

3 £ 3 E , _ 13. 6 X 1. 6 X 10- 18 — 2. 40 X 10 — 19 

=1. 03 X 10 _, ( m ) = 103( nm ). 

17-7. 用可见光照射能否使基态氢原子受到激发？ 

解： 氢原子基态能量 E , =-13.6 eV , 由上题得知第一激发态能量 E 2 =—3.4 eV , 能使 
基态氢原子激发的光子的最小能量应为 

AE = £ 2 - E , = 10.2 ( eV ), 

而知 = f = AE ， 得光子最大波长为 


A = 


he 

AE 


6. 63 X 10~ 34 X 3 X 10 8 
10. 2 X 1. 6 X 10 -19 


=1. 22 X KT 7 ( m ) = 121. 8( nm ). 


此波长低于可见光的最短波长，故可见光不能使基态氢原子受到激发. 

17-8. 已知氢原子光谱的巴耳末系中有一谱线的波长为434 nm , 求： 

( 1 ) 与这谱线相应的光子能量为多少？ 

( 2 ) 该谱线是氢原子由能级£„跃迁到能级 £* 产生的, n 和 A 各是多少？ 




第十七蓽 原子与分子 


r § D ©§ 361 


初 /，、匕以 t he 6. 63 X 10~ 34 X 3 X 10 8 o oc 口、 

解：（1)光子能童 ^ = 7 = 434 X 10- X 1.6 X 10-» =2 ' 86(eV ). 

(2) 既为巴耳末系，则 * = 2, £* = f - = =-3. 4( eV ). 

由 /iv = — ，得 £ J rt — hu -\- E k — 2. 86 + (— 3. 4) —— 0. 54( eV ). 

由 e , =§■，得 ” = V ?5 f =5 - 

17-9. 某原子在基态时，电子将^ 1 = 1和/ 1 = 2的《：、1^层填满，并将 3 s 分壳层填满，而3/> 
分壳层仅填了一半.试问这是什么原子？ 

解： 填满” ==1的 K 层须用2« 2 =2个电子，填满 n = 2 的 L 层需用 2 n 2 =8个电子，填 
满 3 s 分壳层需用2个电子 . p 分壳层是6个电子，现仅填入一半，则为3个电子.总电子数为 
2 + S + 2 + 3 = 15 个. 故原子序数为2= 15,该元素是磷. 

17-10. 如图所示，被激发的氢原子跃迁到低能态时，可能发出波长为 A ,、 A 2 和；1 3 的辐 
射，这三种波长满足什么关系？ 

解：由能级图 可知： 

hc / X \ = E z — E ] , 
hc/\ t = E 3 — E 2 ， 
hc/X z = E 3 — Ei ， 

比较三式，可得 * c (^ + ^)== he . 1, 习题 17-10 图 

即三种波长满足下列 关系： 




又3 


# 17-11. 已知某次氢原子光谱实验中测得巴耳末系中有一最短波长的谱线，波长为 
434 nm ， 试求： 

(1) 此谱线是由哪一能级上的电子向低能级跃迁产生？ 

(2) 大置处于该能级的氢原子最多可以发射几个线系，共几条谱线？请在氢原子能级图 

中表示出来. _ 

解： （1) 参见习题 17-8 知《 = 5. : 

(2) 如图所示，可发射分属四个线系的光谱，共10 条谱线，- 
它们分别为 _ 

赖曼系：5- ► l ，4—1, 3-^1, 2—1; 

巴耳末系： 5—2，4—2， 3—2; 

帕邢系：5-^3， 4—3; 

布拉开系 4. 


=2 


习题 17-11 图 


四、思考题解答 

17-1. 原子从一个能 量为艮 的状态跃迁到另一能量为£„•的状态时，发射或吸收光子的 
频率满足什么条件？这种跃迁是否仅服从该条件即可实现？ 
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答：顿率条件为 v = I £„- - E „ \/ h . 这种跃迁应遵从选择定则 AZ = Z ' — Z =士 1,厶叫= 
m \— m , =0, 士 1. 

17-2. 电子具有自旋磁矩，是否表示电子绕自身的中心轴转动？ 

答： 电子具有自旋是一种置子效应，并非绕自身的轴作旋转运动.电子的自旋和电子的电 
置及质量一样，是电子本身固有的性质.由于这种性质具有角动量的特征，因此称为自旋角动 
量，简称自旋. 

17-3. 处于正常状态下的原子与处于受激状态的原子有何区别？ 

答： 在正常状态下原子通常处于能量最低的状态，即基态.处 T 基态的原子最稳定.当原 
子吸收了外来能量从基态跃迁到激发态时，处于激发态的原子是不稳定的，一般将通过发射光 
子或与其他粒子发生作用而回到基态. 

17-4. 主量子数取何值时，原子中的电子只可能有两种运动状态？这两种运动状态乂有 
何不同？ 

答： 当 n = 1时原子中电子只有两种状态，即自旋向上和自旋向下. 

17-5. 为何在第六章中不考虑原子或分子中的电子对热容量的贡献？ 

答： 对处于气态中的大量原子或分子体系，其中的电子在正常状态下处于基态，而激发态 
与基态的能置差在 eV 董级.由于热能为 々 T 量级，一般温度下电子不能通过吸收热能而产生 
跃迁，即电子不能通过吸收热量来改变其自身的能 M ,也就对热容无贡献. 



